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Series y Variable Compleja






Capitulo 1

Series infinitas.

versién final corregida 2.31, 6 de Mayo del 20031

1.1. Conceptos fundamentales

Las series infinitas, literalmente sumas de un ntmero infinito de términos, ocurre fre-
cuentemente tanto en matemadticas pura como aplicada. Ellas podrian ser usadas por los
matematicos puros para definir funciones como una aproximacién fundamental a la teoria
de funciones, tanto como para calcular valores precisos de constantes y funciones trascen-
dentales. En matemadtica, en ciencias y en ingenieria las series infinitas son ubicuas, es por
ello que aparecen en la evaluacion de integrales, en la solucién de ecuaciones diferenciales, en
series de Fourier y compite con las representaciones integral para la descripcién de funciones
especiales. Mas adelante veremos la solucién en series de Neumann para ecuaciones integrales
dan un ejemplo mas de la ocurrencia y uso de las series infinitas.

Encaramos el problema que significa la suma de un ntmero infinito de términos. La
aproximacion usual es por sumas parciales. Si tenemos una sucesion de términos infinitos
Uy, U, U3, Ug, Us, . . ., definimos la suma parcial i-ésima como

s; = i:un , (1.1)
n=1

Esta es una suma finita y no ofrece dificultades. Si las sumas parciales s; convergen a un
limite (finito) cuando i — oo,

lims; =9, (1.2)

1—00
La serie infinita y - u, se dice que es convergente y tiene el valor S. Note cuidadosamente
que nosotros razonablemente y plausiblemente, pero aun arbitrariamente definimos que la
serie infinita es igual a S. Podemos notar que una condicién necesaria para esta convergencia
a un limite es que el lim,, . u, = 0. Esta condicién, sin embargo, no es suficiente para
garantizar la convergencia. La ecuacién (1.2) usualmente estd escrita en notacion matematica
formal:

IEste capitulo esta basado en el quinto capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.



4 CAPITULO 1. SERIES INFINITAS.

La condicién para la existencia de un limite S es que para cada € > 0, haya un
N fijo tal que
|S —si| <€, para todo ¢ > N.

Esta condicion a menudo derivada del criterio de Cauchy aplicado a las sumas parciales
s;. El criterio de Cauchy es:

Una condicién necesaria y suficiente para que una sucesién (s;) converja es que
para cada ¢ > 0 exista un numero fijo N tal que

|s; —si| <e para todos los 4,7 > N.

Esto significa que la sumas parciales individuales deben mantenerse cercanas
cuando nos movemos lejos en la secuencia.

El criterio de Cauchy puede facilmente extenderse a sucesiones de funciones. La vemos
en esta forma en la seccién 1.5 en la definicion de convergencia uniforme y més adelante en
el desarrollo del espacio de Hilbert.

Nuestras sumas parciales s; pueden no converger a un limite simple sino que podria oscilar,
como en el caso

Dt =1—1+1=1+41—-f (=1)" =
n=0
Claramente, s; = 1 para ¢ impar pero 0 para ¢ par. No hay convergencia a un limite, y
series tal como estas son llamadas oscilantes.
Para las series
1+243+ - +n+-

tenemos

Cuando n — oo,
lim s, =00 .

n—oo

Cada vez que las sumas parciales diverjan (tienden a +oo ), la serie infinita se dice que
diverge. A menudo el término divergente es extendido para incluir series oscilatorias.

Ya que evaluamos las sumas parciales por aritmética ordinaria, la serie convergente, de-
finida en términos del limite de las sumas parciales, asume una posicién de importancia
suprema. Dos ejemplos pueden clarificar la naturaleza de convergencia o divergencia de una
serie y servird como una base para una investigacion mas detallada en la préxima seccién.

Ejemplo Series geométricas.

La sucesién geométrica, comenzando con a y con una razon r(r >= 0), estd dado por

a+ar+ar®+ar® +--+ar" -
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La suma parcial n-ésima esta dada por

1—r"
by = 1.3
Sn = aT— (1.3)
Tomando el limite cuando n — oo,
If ¢ <1 (1.4)
im s, = , ara r ) .
n—oo 1—r p

De modo que, por definicion, la serie geométrica infinita converge para r < 1y esta dada por

G n—1 __ a
nz:lar =1, (1.5)

Por otra parte, si r > 1, la condicién necesaria u,, — 0 no se satisface y la serie infinita
diverge.

Ejemplo Series arménicas.

Consideremos la serie armonica

fﬁﬂ—1+1+1+1+ Ly (1.6)
2 3 4 n ' ’

n=1

Tenemos que el lim,, o u, = lim, .o, 1/n = 0, pero esto no es suficiente para garantizar la
convergencia. Si agrupamos los términos (no cambiando el orden) como

TENEE Y (L VY Y () (1.7)
2 \3"4 56 7 8 9 16 ’ '

se verd que cada par de paréntesis encierra p términos de la forma

P e (1.8)
p+1 p+2 p+p 2p 2 ‘
Formando sumas parciales sumando un grupos entre paréntesis por vez, obtenemos
s1=1, Sq > 5 )
3 6
$2= 5 35>§, (1.9)
S 4 - n+1
S — Sn .
ST 2

Las series armonicas consideradas de esta manera ciertamente son divergentes. Una demos-
tracion independiente y alternativa de su divergencia aparece en la seccién 1.2.
Usando el teorema del binomio, podriamos expandir la funcién (1 + z)~%:

1

1+x:1—x+x2—x?’+...+(—x)"_l+-'-. (1.10)
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Si tomamos x — 1, la serie se convierte
1-14+1-14+1-1+..., (1.11)

una serie que etiquetamos como oscilatoria anteriormente. Aunque no converge en el sentido
usual, significa que puede ser ligada a su serie. Euler, por ejemplo, asignado un valor de 1/2 a
esta sucesion oscilatoria sobre la base de la correspondencia entre esta serie y la bien definida
funcién (1 + z)~!. Desafortunadamente, tal correspondencia entre la serie y la funcién no es
Unica y esta aproximacion debera ser redefinida. Otros métodos de asignar un significado a
una serie oscilatoria o divergente, métodos de definir una suma, han sido desarrollados. Otro
ejemplo de generalizar la convergencia lo vemos en las serie asintotica o semi-convergente,
consideradas més adelante.

1.2. Pruebas de Convergencia

Aunque las series no convergentes pueden ser ttiles en ciertos casos especiales, usualmente
insistimos, como una materia de conveniencia si no de necesidad, que nuestras series sean
convergentes. Por lo tanto esto llega a ser una materia de extrema importancia para ser
capaz de decir si una serie dada es o no convergente. Desarrollaremos un nimero de posibles
pruebas, comenzando con una prueba simple pero poco sensible y posteriormente trabajar
con una mas complicada pero muy sensible.

Por ahora consideremos una serie de términos positivos, a,, > 0, posponiendo los términos
negativos hasta la préxima seccién.

1.2.1. Pruebas de comparacién.

Si término a término una serie de términos u, < a,, en el cual los a, forman una serie
convergente, las series ) | u, también es convergente. Simbdlicamente, tenemos

E ap, =a; +az+az+---, convergente,
n

Zun:U1+UQ+U3+"'

Si u,, < a, para todo n, luego Y w, <> a,y >, u, por lo tanto es convergente.

Si término a término es una serie de términos v, > b,, en el cual b, forma una serie
divergente, las series ) v, también es divergente. Note que las comparaciones de u, con b,
0 v, con a, no dan informacién. Aqui tenemos

Z b, =01 +by+bs+---, divergente,

Zvn:U1+U2+U3+“' .

Si v, > b,, para todo n, luego Y v, > > b,y > v, por lo tanto es divergente.
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Para las series convergente a,, tenemos las series geométricas, mientras las series armoénicas
serviran como las series divergentes b,. En tanto otras series son identificadas como conver-
gentes o divergentes, ellas pueden ser usadas como las series conocidas en estas pruebas de
comparacion.

Todos las pruebas desarrolladas en esta seccion son esencialmente pruebas de comparacion.
La figura 1.1 muestra estas pruebas y sus relaciones.

, Integral de
Raiz de Cauchy Kummer, a, Euler Maclaurin
(Comparacion con las (Comparacion con
series geomeétricas) la integral)
a,= 1 a,;=n
Y Y

Razon de D’ Alembert
Cauchy

(También por comparacion
con la series geométricas)

Raabe

a=nlinn

Y

Gauss

Figura 1.1: Prueba de comparacion.

Ejemplo Las series p.

Ly b, =n"! forman

—0999 o9 divergente.

Probamos " n~?, p = 0.999, por convergencia. Ya que n= "9 > n~
la serie armonica divergente, la prueba de comparacion muestra que ) | n
Generalizando, Y, n~? se ve como divergente para todo p < 1.

1.2.2. Prueba de la raiz de Cauchy.

Si (an)l/ " < r < 1 para todo n suficientemente grande, con r independiente de n, entonces
>, an es convergente. Si (an)l/ " > 1 para todo n suficientemente grande, entonces ) a, es
divergente.

La primera parte de esta prueba se verifica facilmente elevando (a,)"" < r a la n-ésima
potencia. Obtenemos

a, <r"<1.

Ya que 7" es sélo el término n-ésimo en una serie geométrica convergente, > a, es conver-
gente por la prueba de comparacién. Conversamente, si (an)l/ "™ > 1, entonces a,, > 1y la serie
deberia diverger. La prueba de la raiz es particularmente 1til en establecer las propiedades
de la serie de potencias.
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1.2.3. Prueba de la razén de D’ Alembert o Cauchy.

Si apy1/a, <1 <1 para todo n suficientemente grande, y r independiente de n, entonces
>, an es convergente. Si a,4+1/a, > 1 de un n en adelante, entonces ) a,, es divergente.

La convergencia estd dada por la comparacién directa con las series geométricas (1 +r +
7?2 + ...). En la segunda parte a,y1 > a, y la divergencia debe ser razonablemente obvia.
Aunque la prueba no es tan sensible como la prueba de la raiz de Cauchy, esta prueba de
la razén e D’ Alembert es una de las mas faciles de aplicar y es ampliamente usada. Una
afirmacién alternativa de la prueba de la razén esta en la forma de un limite: si

, An+1
lim

<1, convergencia
n—o0 an

> 1, divergencia (1.12)

=1, indeterminado.

A causa de la posibilidad de ser indeterminado, la prueba de la razén es probable que falle
en puntos cruciales, y se hace necesario una prueba mas delicada y sensible.

Podriamos preguntarnos cémo podria levantarse esta indeterminacion. Realmente fue di-
simulado en el primera afirmacién a,1/a, < r < 1. Podriamos encontrar a,1/a, < 1 para
todo n finito pero ser inapropiado escoger un r < 1 e independiente de n tal que a,41/a, <7
para todo n suficientemente grande. Un ejemplo esta dado por las series armonicas

An+1 n
= <1 1.13
ay, n+1 ’ (1.13)
Ya que
lfm & = (1.14)

n—oo (U,

no existe una razon fija r < 1y la prueba de la razon falla.

Ejemplo Prueba de la razén de D’ Alembert.

Probar la convergencia de 2—71
a1 (n+1)/2m _ln+1 (1.15)
an n/2m 2 0 '
Ya que
Ap+1 3

< - > 2 1.16
. =3 para n > 2, (1.16)

tenemos convergencia. Alternativamente,

’ An+1 1

1 = 1.17
Jm == =2 (1.17)

y de nuevo converge.
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1.2.4. Prueba integral de Cauchy o Maclaurin.

Esta es otra clase de prueba de comparacién en la cual comparamos una serie con una
integral. Geométricamente, comparamos el area de una serie de un rectdngulo de ancho
unitario con el area bajo la curva.

Sea f(z) una funcién continua, monétonamente decreciente en la cual f(n) = a,. Luego
>, a, converge si [ f(z) dz es finita y diverge si la integral es infinita. Para la i-ésima suma

n On g 0 y g g .
parcial

si:Zan:Zf(n) : (1.18)

Pero
i+1
s > / f(z)dx, (1.19)
1
por la figura 1.2a, f(x) es mondtonamente decreciente. Por otra parte, de la figura 1.2b,

s;i—ap < /jf(x) dz | (1.20)

en la cual la serie esta representada por los rectangulos inscritos. Tomando el limite como
1 — 00, tenemos

Oof(x)dx<ian< Oof(x)dx—l—al. (1.21)
[ o< |

De modo que la serie infinita converge o diverge cuando la integral correspondiente converge
o diverge respectivamente.

A @ A (b)

f(1)=a, 0\ f(D)=a
f(x) (2)=a, (%) 1

\

X
1234 12345

Figura 1.2: (a) Comparacién de la integral y la suma de bloques sobresalientes. (b) Compa-
raciéon de la integral y la suma de bloques envueltos.

X
>

La prueba de la integral es particularmente ttil para acotar superior e inferiormente el
resto de una serie, después de que algunos ntiimeros de términos iniciales hayan sido sumados.
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Esto es,

00 N [e'¢)
Zanzzan+ Z Qp,

n=1 n=1 n=N-+1

donde .
f(z)dr < Z a, < fz)dx 4+ any1 -

N+1 N1 N+1

Podemos liberar la prueba de la integral de los requerimientos muy restrictivos de que la
funcién de interpolacién f(z) sea positiva y monétonamente decreciente, basta que la funcién
f(z) tenga una derivada continua que satisfaga

3 f(n):/N‘ff(x)der/ (@ = ) (2) da - (1.22)

n=N;+1 N

Aqui [z] denota el entero mayor por debajo de x, tal que x — [z] varfa como diente de sierra
entre 0 y 1.

Ejemplo Funcién Zeta de Riemann.

La funcién zeta de Riemann esta definida por
=S (123)
n=1

Podemos tomar f(z) = 277 y entonces

/ e Pdy =4 PTH| (1.24)
1
1nx|io , p=1

La integral y por lo tanto la serie son divergentes para p < 1 y convergente para p > 1. De
modo que la ecuacién (1.23) lleva la condicién de p > 1. Esto, incidentalmente, es una prueba
independiente de que la serie arménica (p = 1) diverge y lo hace en forma logaritmica. La
suma del primer millén de términos 21'000'000 n~!, es solamente 14.392726. . ..

Esta comparacién con la integral también puede ser usada para dar una cota superior a
la constante Euler-Mascheroni definida por

1
v = lim ( g — - lnn) . (1.25)
n—0o0 m

m=1

Volviendo a las sumas parciales,

n nd
sn:Zm_l—lnn</ S ln+1. (1.26)
m=1 IR

Evaluando la integral del lado derecho, s, < 1 para todo n y por lo tanto v < 1. Realmente
la constante de Euler-Mascheroni es 0.57721566. . . .
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1.2.5. Prueba de Kummer.

Esta es la primera de tres pruebas que son algo mas dificiles para aplicar que las anteriores.
Su importancia radica en su poder y sensibilidad. Frecuentemente, al menos una de las
tres funcionard cuando las pruebas mas faciles sean indeterminadas. Debe recordarse, sin
embargo, que estas pruebas, como aquellas previamente discutidas, estan finalmente basadas
en comparaciones. Esto significa que todas las pruebas de convergencia dadas aqui, incluyendo
la de Kummer, puedan fallar algunas veces.

Consideremos una serie de términos positivos u; y una sucesién de constantes positivas

finitas a;. Si
Un,

— 1 > C >0, (1.27)

Qp,
un+1

para todo n > N, algin nimero fijo, entonces Yy .-, u; converge. Si

4 gy <0 (1.28)
Un+1

y Yo% a; ! diverge, luego >0 u; diverge.

La prueba de este poderoso test es simple y queda como ejercicio.

Si las constantes positivas a,, de la prueba de Kummer son elegidas como a,, = n, tenemos
la prueba de Raabe.

1.2.6. Prueba de Raabe.

Siu, >0ysi

n(u" —1)2P>1, (1.29)

Un+1

para todon > N, donde N es un entero positivo independiente de n, entonces ) , u; converge.

Si

n<“" —1>§1, (1.30)
Un+41
entonces Y, u; diverge (3 n~'diverge).

La forma en limite en el test de Raabe es

lfm n ( I 1) =P, (1.31)
n—oo Un+1

Tenemos convergencia para P > 1, y divergencia para P < 1, y no hay prueba para P =1
exactamente como con el test de Kummer. Esta indeterminancia esta expresada en que
podemos encontrar ejemplos de una serie convergente y una divergente en que ambas series
tienden a P =1 en la ecuacién (1.31).

El test de Raabe es més sensible que la prueba de la razén de D’Alembert ya que > > n~
diverge més lentamente que » ", 1. Obtenemos una prueba atn més sensible (y una relati-
vamente facil de aplicar) si escogemos a,, = nInn. Esto es la prueba de Gauss.

1
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1.2.7. Prueba de Gauss.

Si u,, > 0 para todo n finito y

U, h  B(n)

=1+ 1.32
o : (1.32)

Up i1 n?

en el cual B(n) es una funcién acotada de n para n — oo, luego >, u; converge para h > 1
y diverge para h < 1.

La razén u, /u,.; de la ecuacién (1.32) a menudo llega a ser como la razén de dos formas
cuadraticas:

u,  n*+an+ag
Unyr M2+ bm+by

Se puede mostrar que tenemos convergencia para a; > by + 1 y divergencia para a; < by + 1.

El test de Gauss es un test extremadamente sensible para la convergencia de series. Esto
funcionard para practicamente todas las series que encontraremos en Fisica. Para h > 1 o
h < 1 la prueba se deduce directamente del test de Raabe

(1.33)

n—00 n? n—00 n

1fmnl1+g+3(”)—1]:ﬁm [h+M]:h. (1.34)

Si h = 1, falla el test de Raabe. Sin embargo, si volvemos al test de Kummer y usamos
a, = nlnn, tenemos

Ifm {nlnn {1+%+i§)} - (n+1)ln(n—|—1)}

n—00 n
1
— lim {nlnm (n+1) —(n+1)1n(n+1)] (1.35)
, 1
= lim (n + 1) [lnn—lnn—ln <1—|——)} .
n—oo n

Pidiendo prestado un resultado de la seccién 1.6 (el cual no es dependiente de la prueba de
Gauss) tenemos

1 1 1 1
lim — DIn{14+—-) = lim — HDl-——=—+4+-—...]=-1<0. 1.36
Ji <n+>n(+n) Jin <n+><n ot 3 ) (1.36)
De modo que tenemos divergencia para h = 1. Esto es un ejemplo de una aplicacion exitosa
del test de Kummer en el cual el test de Raabe falla.
Ejemplo Series de Legendre.

La relacion de recurrencia para la solucién en serie de la ecuacion de Legendre pueden ser

colocadas en la forma o
asjpe _ 2j(2j+1) —I(+1)

= : . 1.37
as; (27 4+ 1)(25+2) ( )
Esto es equivalente a ug;+2/us; para x = +1. Para j > [
; 27+ 1)(27 +2 27 +2 1

a2j42 2j(2j+1) 2j J
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Por la ecuacién (1.33) la serie es divergente. Mds adelante exigiremos que las series de Legen-
dre sean finitas (se corten) para x = 1. Eliminaremos la divergencia ajustando los pardmetros
n = 2jp, un entero par. Esto truncard la serie, convirtiendo la serie infinita en un polinomio.

1.2.8. Mejoramiento de convergencia.

En esta seccién no nos preocupard establecer la convergencia como una propiedad ma-
tematica abstracta. En la practica, la razén de convergencia puede ser de considerable im-
portancia. Aqui presentamos un método que mejora la razén de la convergencia de una serie
ya convergente.

El principio basico de este método, debido a Kummer, es formar una combinacién lineal
de nuestra serie lentamente convergente y una o mas series cuya suma es conocida. Entre las
series conocidas, la coleccién

:Z (n—l—l) ’

> 1 1
0‘2_2 nn+D(n+2) 4’

- 1 1
0‘3_21 (n+D)(n+2)(n+3) 18’

. 1 1
(01 = == s
P z; (n+1)(n+2)---(n+p) p-p

es particularmente ttil. Las series estan combinadas término a término y los coeficientes en
combinacion lineal son escogidos para cancelar los términos que convergen lentamente.
Ejemplo Funcién zeta de Riemann, ((3).

Sea la serie a ser sumada Y~ n~%. En la seccién 1.10 estd identificada como una funcién
zeta de Riemann, ((3). Formamos una combinacién lineal

o o

-3 -3, a
E n "+ asqy = E n -+ —
n=1 n=1

a;q no estd incluida ya que converge mas lentamente que ((3). Combinando términos, obte-
nemos sobre la mano izquierda

(1 as = n?(1+a)) +3n+2
Z{E*mnﬂ)(mz)}_; Bt )+

n=1

Si escogemos ay = —1, la ecuacion precedente tiende a

e}

> 1 3n+ 2
= B =C ) 1.39
2 L DD (-39
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La serie resultante no es muy bonita pero converge como n~*, apreciablemente mas rapido
que n3.

El método puede ser extendido incluyendo asos para obtener la convergencia como n >,
asay para obtener la convergencia como n %, etc. Eventualmente, usted tiene que alcanzar
un compromiso entre cuanta algebra usted hace y cuanta aritmética la computadora hace.
Como las computadoras lo hacen mas rapido, el balance esta seguramente sustituyendo menos

algebra hecha por usted, por més aritmética realizada por el computador.

1.3. Series alternadas.

En la seccién 1.2 nos limitamos a series de términos positivos. Ahora, en contraste, consi-
deraremos series infinitas en las cuales los signos se alternan. La cancelacién parcial debida a
la alternancia de los signos hace la convergencia mas rapida y mucho mas facil de identificar.
Probaremos que el criterio de Leibniz es una condicién general para la convergencia de una
serie alternada.

1.3.1. Criterio de Leibniz.

Consideremos la serie Y 2 (=1)"*!a, con a, > 0. Si a,, es mondtonamente decreciente
(para N suficientemente grande) y el lim,, ., a,, = 0, entonces la serie converge.
Para probar esto, examinemos las sumas parciales pares

Sgn:al—a2+(l3—...—a2n, (14())
Sont2 = San + (G2n41 — Gony2) -
Ya que ag,1+1 > Aopt2, tenemos
Son+2 > Sop - (141)
Por otra parte,
Sopto = A1 — (CL2 — CL3) — (a4 — CL5> — ... — a2p42 - (142)
De modo que, con cada par de términos as, — agpy1 > 0,
Son4+2 < A7. (143)

Con las sumas parciales pares acotamos So, < So,12 < a1 y los términos a,, decrecen monéto-
namente aproximandose a cero, esta serie alternada converge.

Un resultado mas importante puede ser extraido de las sumas parciales. A partir de las
diferencias entre el limite de la serie S y las sumas parciales s,

S — 8, = Aps1 — Gpio + Anag — Qpaa + ...
+1 +2 +3 +4 (1.44)

= Gp41 — (an+2 - an—i—S) - (an+4 - an+5) e

S — 8y < apy1. (1.45)

La ecuacién (1.45) dice que el error en el corte de una serie alternada después de n términos
es menor que a,1, el primer término excluido. Un conocimiento del error obtenido de esta
manera puede ser de gran importancia practica.
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1.3.2. Convergencia absoluta.

Dada una serie en términos de u, en la cual u, puede variar en signo, si Y |u,| conver-
ge, entonces Y u, se dice que es absolutamente convergente. Si > u, converge pero »_ |u,|
diverge, la convergencia recibe el nombre de condicional.

La serie alternada armoénica es un ejemplo simple de esta convergencia condicionada.

Tenemos
o0

1 1 1 1
_1n—1 —1:1__ - —_— — e s ]_4
Z( )" n s T3 it Ty, (1.46)

n=1

convergente por el criterio de Leibniz, pero

in—1—1+1+1+1+ Ly
B 2 3 4 n

n=1

se ha demostrado que es divergente en la secciéon 1.1 y 1.2.

Podemos notar que todas las pruebas desarrolladas en la seccion 1.2 supone una serie de
términos positivos. Por lo tanto, todas las pruebas en esa seccién garantizan la convergencia
absoluta.

Ejemplo

Para 0 < z < 7 la serie de Fourier

i% =—In <2sen g) : (1.47)

n=1

converge teniendo coeficientes que cambian de signo frecuentemente, pero no tanto para que
el criterio de convergencia de Leibniz se aplique facilmente. Apliquemos el test de la integral
de la ecuacién (1.22). Usando integraciéon por partes vemos de inmediato que

/ cos(nx) dn — [sen(nx)] _1/ sen(;m) in
1 n nx |, xJ) n

converge para n — o0, v la integral del lado derecho incluso converge absolutamente. El
término derivado en la ecuacién (1.22) tiene la forma

/100(71 _ ) {—f sen(nz) — M} dn

n n?
donde el segundo término converge absolutamente y no necesita ser considerado. Lo préxi-
N
mo es observar que g(N) = [ (n — [n])sen(nz)dn es acotado para N — oo, tal como

Ik N sen(nx) dn es acotado debido a la naturaleza periddica de sen(nz) y a su regular cambio
de signo. Usando integracién por partes nuevamente

/Oogl(”) dn = {M}m+/w9(z) dn |

vemos que el segundo término es absolutamente convergente, y el primero va a cero en el
limite superior. Por lo tanto la serie en la ecuacién (1.47) converge, lo cual es duro de ver
usando otro test de convergencia.
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1.4. Algebra de series.

Establecer la convergencia absoluta es importante porque puede probarse que las series
absolutamente convergentes pueden ser manipuladas de acuerdo a las reglas familiares del
algebra o aritmética.

1. Si una serie infinita es absolutamente convergente, la suma de la serie es independiente
del orden en el cual los términos son anadidos.

2. La serie puede ser multiplicada por otra serie absolutamente convergente. El limite del
producto sera el producto de los limites de las series individuales. El producto de las
series, una doble serie, también serd absolutamente convergente.

No hay tales garantias en series condicionalmente convergentes. Nuevamente consideremos
la serie armonica alternada. Si escribimos

11+1 1+ =1 L1 b1 (1.48)
2 3 4 7 \2 3 4 5 ' '

es claro que la suma

d (=Tt <1 (1.49)

n=1
Sin embargo, si rearreglamos los términos sutilmente, podemos hacer que la serie armonica
alternada converja a 3/2. Reagrupamos los términos de la ecuacién (1.48), tomando

(eled)-le(leladelad)-t
3 5 2 7T 9 11 13 15 4
1 1 1 1 1 1

Tratando los términos agrupados en paréntesis como términos simples por conveniencia,
obtenemos las sumas parciales

(1.50)

s1 = 1.5333 s9 = 1.0333
s3 = 1.5218 sq4 = 1.2718
s5 = 1.5143 s¢ = 1.3476
s7=1.5103 sg = 1.3853
s9 = 1.5078 s10 = 1.4078

A partir de esta tabulacion de los s, y el grafico de s, versus n en la figura 1.3 es clara la
convergencia a 3/2. Hemos rearreglado los términos, tomando términos positivos hasta que
la suma parcial sea igual o mayor que 3/2, luego sumando los términos negativos hasta que la
suma parcial caiga bajo 3/2, etc. Como las series se extienden hasta infinito, todos los térmi-
nos originales eventualmente apareceran, pero las sumas parciales de este reordenamiento
de esta serie arménica alternada converge a 3/2. Por un reordenamiento de términos una
serie condicionalmente convergente podria ser hecha para converger a algin valor deseado o
para que diverja. Esta afirmacion es dada como el teorema de Riemann. Obviamente, series
condicionalmente convergentes deberian ser tratadas con precaucion.
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Figura 1.3: Serie armonica alternada, rearreglo de términos para dar convergencia a 1.5.

1.4.1. Mejoramiento de la convergencia, aproximaciones raciona-

les.
La serie
In(l+2) = E -1 "fl_xn —1l<z<1 1.51
Il( I) n:1< ) n =1, ( )

converge muy suavemente cuando x se aproxima a +1. La razén de convergencia podria ser
mejorada sustancialmente multiplicando ambos lados de la ecuacién (1.51) por un polinomio
y ajustando los coeficientes del polinomio para cancelar las porciones que convergen més
lentamente en la serie. Consideremos la posibilidad més simple: Multiplicar In(1 + z) por
1+ apx.

0 n 0 n+1
_ nflx nfl‘r
(I+ax)In(l 4+ 2) = n§:1:(—1) —ta nE:1(—1) W

Combinando las dos series sobre la derecha término a término, obtenemos

(1+az)In(l+2) =2+ i(—l)”l <1 S— > 2"

n n-—1
n=2
> _ n(l—al)—l
— _1n1 n
x+;( ) n(n —1) v

Claramente, si tomamos a; = 1, el n en el numerador desaparece y nuestra serie combinada

converge como n_ 2.

Continuando este proceso, encontramos que (1 + 2x + 2?)In(1 + ) se anula como n =3,

(1+ 3z + 322 + 23) In(1 + z) se anula cuando n~*. En efecto estamos desplazdndonos desde
una expansion de serie simple de la ecuacién (1.51) a una representacion racional en la cual
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la funcién In(1 + ) estd representada por la razén de una serie y un polinomio:

= (1)
v ;n(n —1)

1+2x

In(1+2) =

Tales aproximaciones racionales pueden ser ambas compactas y precisas. Los programas com-
putacionales hacen extensivo el uso de ellas.

1.4.2. Reordenamiento de series dobles.

Otro aspecto del reordenamiento de series aparece en el tratamiento de series dobles
(figura 1.4):

1 2 3
an3

m= 0
/a‘a’a/
/11 12/13

2 1 a22 a23

e

3 3o /5‘31 asz a3

Figura 1.4: Series dobles, la suma sobre n es indicada por lineas segmentadas verticales.

sustituyamos

Esto resulta en la identidad

0o 00 oo p
S anm =) g - (1.52)
p=0 ¢=0

m=0 n=0

La suma sobre p y ¢ de la ecuacién (1.52) estd ilustrada en la figura 1.5. La sustitucién

n=s>0, m=r—2s>0, (5§g>
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p= 0 1 2 3
g=0 9o do1 9y dp3

1 a0 Q17 9o
2 Ao 321
3 ds

Figura 1.5: Series dobles nuevamente, la primera suma es representada por lineas segmentadas
verticales pero estas lineas verticales corresponden a las diagonales en la figura 1.4.

tiende a
oo o0 oo [r/2]
DRSS 3 SN 05
m=0 n=0 r=0 s=0

con [r/2] = r/2 para r par, (r — 1)/2 para r impar. La suma sobre r y s de la ecuacién

(1.53) estd mostrada en la figura 1.6. Las ecuaciones (1.52) y (1.53) son claramente reordena-
mientos del arreglo de coeficientes a,, ,,, reordenamientos que son validos en tanto tengamos
convergencia absoluta. La combinacién de las ecuaciones (1.52) y (1.53),

=0 1 2 3 4
s=0 8o 9y dp dg3 dy

1 dyp dgp dp

9 Ay

Figura 1.6: Series dobles. La suma sobre s corresponde a la suma a lo largo de la lineas
segmentadas inclinadas, en la figura 1.4.

Z Uqp—q = Z (sr—2s - (1.54)
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es usada en la determinacién de la forma en serie de los polinomios de Legendre.

1.5. Series de funciones.

Extendemos nuestro concepto de series infinitas para incluir la posibilidad que cada térmi-
no u, pueda ser una funcién de alguna variable, u,, = u, (x). Numerosas ilustraciones de tales
series de funciones apareceran mas adelante. Las sumas parciales llegan a ser funciones de la
variable x

Sp(x) = up(x) + us(x) + - - - + up(x) | (1.55)

tal como lo hacemos para la suma de serie, definimos el limite como el limite de las sumas
parciales

o0
g up(z) = S(x) = lim s,(x) . (1.56)
n—oo
n=1
Hasta ahora nos hemos ocupado del comportamiento de las sumas parciales como una funciéon
de n. Ahora consideremos cémo las cantidades anteriores dependen de z. Aqui el concepto
clave es la convergencia uniforme.

1.5.1. Convergencia uniforme.

Si para cualquier € > 0 pequeno, existe un numero N, independiente de x en el intervalo
[a,b] con (a <z < b) tal que

| S(z) —sp(x)| <e,¥Vn> N, (1.57)

se dice que la serie converge uniformemente en el intervalo [a,b]. Esto dice que para que
nuestra serie sea uniformemente convergente, debe ser posible encontrar un N finito tal que
la cola de la serie infinita, | -\ u;(z)|, sea menor que un e arbitrariamente pequefio para
todo x en el intervalo dado.

Esta condicién, ecuacién (1.57), la cual define la convergencia uniforme, es ilustrada en
la figura 1.7. El punto es que no importa cuan pequeno sea € podemos siempre tomar un n
suficientemente grande tal que la magnitud absoluta de la diferencia entre S(x) y s,(z) sea
menor que € para todo x, a < x < b. Si esto no puede ser hecho, entonces > u,(z) no es
uniformemente convergente en el intervalo |a, b].

Ejemplo

nz:lun Z (n—1) x+1][mj+1] (1.58)

n=1

La suma parcial s,(z) = nz(nx + 1)~ puede ser verificada por induccién matemdtica. Por
inspeccion esta expresion para s,(z) es valida para n = 1,2. Suponemos que se mantiene
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\ X
X=a x=b

Y

Figura 1.7: Convergencia uniforme.

para el término n y probamos para n + 1.

X

[nx + 1][(n + 1)z + 1]

[nx + 1] * nz + 1][(n + 1)z + 1]
_ (n+ 1)z
C(n+ Dz 1

Sn+1 = Sn +

completando la prueba.
Tomando n — oo tenemos

S(0) = lim s,(0) =0,

n—oo

S(x#()):nlirgosn(x#())zl.

Tenemos una discontinuidad en el limite de la serie en z = 0. Sin embargo, s,(z) es una
funcién continua de x, en el intervalo 0 < z < 1, para todo n finito. La ecuacién (1.57)
con ¢ suficientemente pequeno, sera violado para todo n finito. Nuestra serie no converge
uniformemente.

1.5.2. Prueba M de Weierstrass.

La prueba mas comunmente usada para la convergencia uniforme es la prueba M de
Weierstrass. Si podemos construir una serie de nimeros » ° M;, en la cual M; > |u;(z)| para
todo x en el intervalo [a,b] y > ;" M; es convergente, nuestra serie >, u;(x) serd uniforme-
mente convergente en [a, b].
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La prueba de este test M de Weierstrass es directa y simple. Ya que ), M; converge,
existen algunos nimeros N tal que n +1> N,

e}

> Mi<e. (1.59)

i=n-+1

Esto a partir de nuestra definicién de convergencia. Entonces, con |u;(z)| < M; para todo x
en el intervalo a < x <b,

> fuix) << (1.60)

i=n+1
De modo que
1S(x) = sal@)| = | > wilw)| <e, (1.61)
i=n+1

y por definicién Y % u;(x) es uniformemente convergente en [a, b]. Ya que tenemos especifica-
dos valores absolutos en el planteamiento de la prueba M de Weierstrass, la serie > 7 u;(x)
también es vista como serie absolutamente convergente.

Podemos notar que la convergencia uniforme y convergencia absoluta son propiedades
independientes. Una no implica la otra. Para ejemplos especificos,

[e.9] _1 n
Z( )2, —00 < T < 00 (1.62)
= n+x
y
Sy =l ta), 0<ae<1, (1.63)
n
n=1

converge uniformemente en los intervalos indicados pero no converge absolutamente. Por otra
parte,

> 1 0<z<l1
S =l 0=rst (164
ot 0, r=1

converge absolutamente pero no uniformemente en [0, 1].
A partir de la definicién de convergencia uniforme podriamos mostrar que cualquier serie

fl@) = un(z) (1.65)

no puede converger uniformemente en ningin intervalo que incluya una discontinuidad de
f(z).

Ya que la prueba M de Weierstrass establece tanto la convergencia uniforme como abso-
luta, necesariamente falla para series que son uniformes pero condicionalmente convergentes.
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1.5.3. Prueba de Abel.

Una prueba algo mas delicada para la convergencia uniforme ha sido dada por Abel. Si

un(x) = anfn<x) s
Z a, = A, convergente,

y las funciones f(z) son monétonas [f,+1(z) < f.(x)] y acotadas, 0 < f,(z) < M, para todo
x en |a, b, entonces > u,(x) converge uniformemente en [a, b|.
Las series uniformemente convergentes tienen tres propiedades particularmente ttiles.

1. Si los términos individuales u,(z) son continuos, la suma de la serie

fl@) = un(z) (1.66)

es también continua.

2. Si los términos individuales u, () son continuos, las series pueden ser integradas término
a término. La suma de las integrales es igual a la integral de la suma.

/abf@) dz = i/b () . (1.67)

3. Las derivadas de la suma de la serie f(z) es igual a la suma de los términos individuales
derivados,

df(xz) . duy(z)
dr de ' (1.68)

n=1

siempre que las siguientes condiciones sean satisfechas:

duy, ,
un(z) y udx(x) son continuas en [a, b].
. du, () ,
0 uniformemente convergente en [a, b].
x
n=1

La integracién término a término de una serie uniformemente convergente? requiere sélo
continuidad de los términos individuales. Esta condicion casi siempre es satisfecha en las
aplicaciones fisicas. La diferenciacion término a término de una serie a menudo no es vali-
da porque deben satisfacer condiciones mas restrictivas. Por cierto, encontraremos casos en
series de Fourier, en la cual la diferenciacion término a término de una serie uniformemente
convergente tiende a una serie divergente.

2La integracién término a término también puede ser vélida en ausencia de convergencia uniforme.
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1.6. Expansion de Taylor.

Esta es una expansion de una funciéon en una serie infinita o en una serie finita mas
un término remanente. Los coeficientes de los términos sucesivos de la serie involucra las
derivadas sucesivas de la funcion. Este tipo de expansiones de son ampliamente usadas.
Ahora derivaremos la expansion de Taylor.

Supongamos que nuestra funcién f(z) tiene una derivada n-ésima continua en el intervalo
a < x < b. Entonces, integrando esta n-ésima derivada n veces,

/ " (@) de = fr V()| = F D (@) — f0D(a)

/ax (/: £ () d:z:) dr = /a”[f(nl)(:,;) — D () de (1.69)

= "D (@) = [P (a) — (& —a) f" V() .

x
a

Continuando, obtenemos

(z = a)?

[ ][ @i = 19w - 190 - - a2 - S50 - (170)

Finalmente, integrando por n-ésima vez,

[ [ 1@ = 1) - @) - - a) @)+

(:z:—a)2 " (x_a)n_l n—1
T (a)—"'—mf( '(a) .

(1.71)

Note que esta expresion es exacta. No hay términos que hayan sido excluidos, ni aproxima-
ciones hechas. Ahora, resolviendo para f(z), tenemos

(2 = a)’

2!

n—1

(z—a) [0 @)+ R (L72)

f/’(a)+"'+ﬁ

f(@) = fa) + (z —a)f'(a) +

El remanente, R, esta dado por la integral n-dimensional

/j i -/f(")(x)(dx)" : (1.73)

Este remanente, ecuacién (1.73), puede ser puesto en una forma maés inteligible usando la
forma integral del teorema del valor medio

/ “g(@)dr = (z — a)g(£) (1.74)

con a < ¢ < z. Integrando n veces obtenemos la forma Lagrangiana del remanente:

(z —a)"

R, = ———f"(¢) . (1.75)

n!
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Con la expansién de Taylor en esta forma no estamos interesados en cualquier pregunta de
convergencia de series infinitas. Esta serie es finita, la sola pregunta que nos importa es la
magnitud del remanente.

Cuando la funcién f(z) es tal que

lfm R, =0, (1.76)

n—oo
la ecuacion (1.72) se convierte en la serie de Taylor

(x —a)?

)+

(1.77)

Nuestra serie de Taylor especifica el valor de una funcién en un punto, x, en términos del
valor de la funcién y sus derivadas en un punto de referencia, a. Esta es una expansion en
potencias de un cambio en la variable, Ax = x —a en este caso. La notacion puede ser variada
segtn la conveniencia del usuario. Con la sustituciéon x — x + h y a — x tenemos una forma

alterna
ot =3B

Cuando usamos el operador D = d/dz la expansién de Taylor se convierte en

F+h) = Zhnm _ D f(g) |

=0

Un forma en operadores equivalente de la expansion e Taylor. Una derivacién de la expansion
de Taylor en el contexto de la teoria de variable compleja aparece en el proximo capitulo.

1.6.1. Teorema de Maclaurin.

Si expandimos alrededor del origen (a = 0), la ecuacién (1.77) es conocida como la serie
de Maclaurin

n ' (1.78)
Una aplicacién inmediata de la serie de Maclaurin (o serie de Taylor) estd en la expansién

de varias funciones transcendentales en una serie infinita.

Ejemplo
Sea f(z) = e”. Diferenciando, tenemos

f™Mo)y=1, (1.79)
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para todo n, n = 1,2,3.... Entonces, para la ecuacién (1.78), tenemos
T - s 1.80
e’ = +$+§+§+m_;ﬁ' (1.80)

Esta es la expansién en serie de la funcion exponencial. Algunos autores usan esta serie para
definir la funcién exponencial.

Aunque esta serie es claramente convergente para todo z, podriamos chequear el término
remanente, R,,. Por la ecuacién (1.75) tenemos

R, =— (n)<§)
n (1.81)
= _ef ) 0 S ‘5‘ <z
n!
Por lo tanto
"
|R,| < me (1.82)
y
lim R, =0 (1.83)

para todo los valores finitos de z, el cual indica que esta expansion de Maclaurin de e* es
valida sobre el intervalo —oo < x < o0.

Ejemplo

Sea f(x) = In(1 + x). Diferenciando, obtenemos

1
fll@)= /=,
1
(1+2) . (1.84)
™ () = (=) Yn—1)l—r .
FO) = (10— D
La expansion de Maclaurin produce
2 3 4
ln(1+x):x—%+‘%—%+---+fin
n o (1.85)
= (=4 Ry
p=1 p
En este caso el remanente estd dado por
x"
Ry="—=f"(§), 0<¢<a
g,; (1.86)
<—, 0<¢<r<1
n
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Ahora el remanente se aproxima a cero cuando n crece indefinidamente, dado 0 < z < 13,
Como una serie infinita

e n
n—11_

In(l+2z) =) (-1) —, (1.87)

la cual converge para —1 < x < 1. El intervalo —1 < x < 1 es facilmente establecido por la
prueba de la razén de D’ Alembert. La convergencia en x = 1 se deduce a partir del criterio
de Leibniz. En particular, en z = 1, tenemos

1 1 1

n2=1-—=+4-—~

n R
1
n

=D (-1 =1-,

la serie armonica alterna condicionalmente convergente.

1
5
(1.88)

1.6.2. Teorema Binomial.

Una segunda, aplicacion extremadamente importante de las expansiones de Taylor y Ma-
claurin es la derivacién del teorema binomial para potencias negativas y/o no enteras.

Sea f(x) = (14 )™, en la cual m puede ser negativo y no estd limitado a valores enteros.
La aplicacién directa de la ecuacién (1.78) da

—1
(1+@m:1+mx+mﬁ%—lﬁ+-~+3n. (1.89)
Para esta funcién el remanente es
Ry="3(14+&™ " xm(m—1)- (m—n+1) (1.90)
n!

y &€ con 0 < & < z. Ahora, paran > m, (14 &)™ " es un maximo para £ = 0. Por lo tanto

xn
Rng—'xm(m—l)---(m—n+1). (1.91)
n!
Note que los factores dependientes de m no dan un cero a menos que m sea entero no negativo;
R, tiende a cero cuando n — oo si x esta restringido al intervalo 0 < z < 1. La expansion
binomial resulta
(m—1) 5 mm-1)(m—2) 4

(1+x)m:1+m:v+m 5 x4+ ) x4 (1.92)

En otra notacién equivalente

[e.9]

!
Lo =3

(1.93)

3Este intervalo puede ser ficilmente extendido a —1 < 2 < 1 perono a z = —1.
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Cuando la cantidad (") es igual a m!/(n!(m—n)!), es llamado el coeficiente binomial. Aunque
hemos mostrado solamente que el remanente se anula,

lim R, =0,

n—oo

para 0 < z < 1, realmente puede mostrarse que la serie en la ecuacién (1.92) converge en el
intervalo extendido —1 < x < 1. Para m un entero, (m — n)! = +oo0 si n > m y las series
automaticamente terminan en n = m.

Ejemplo Energia relativista.

La energia total relativista de una particula es
U2 —-1/2
E = mc? (1 - —) : (1.94)

Comparemos esta ecuacién con la energia cinética cldsica, —mauv?.

1
Por la ecuacién (1.92) con = = _v_2 ym=-—3 tenemos
¢

pome i3 (5) 220 ()

L CL/2)(=3/2)(=5/2) (__) .

2

3! c
© 2
1 3 L2 5 v?
E=mc®+ -—mv?+ = 4+ T = 1.
me” + 5w +8mv + 6™ <c2) + (1.95)

El primer término, mc?, lo identificamos como la masa en reposo. Entonces

1 302 5 [0\’
E|Cinética:§7nv2 [1+—_2+_(§) + ..

1.96
4c 8 ( )

Para la velocidad de la particula v < ¢, donde ¢ es la velocidad de la luz, la expresién en
los paréntesis cuadrados se reduce a la unidad y vemos que la porcién cinética de la energia
relativista total concuerda con el resultado clasico.

Para polinomios podemos generalizar la expansion binomial a

n!
n n n n
(ay +as+ -+ ap) —E T E—T aytay? - -an"
NNt m-

donde la suma anterior incluye todas las combinaciones diferentes de los nq,ns,...,n,, tal
que Y " n; = n. Aqui n; y n son enteros. Esta generalizacién encuentra considerables usos
en Mecanica Estadistica.
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Las series de Maclaurin pueden aparecer algunas veces indirectamente mas que el uso di-
recto de la ecuacién (1.78). Por ejemplo, la manera mas conveniente para obtener la expansién
en serie

1 N 3 32°
- —r 1.97
e 2 el 2n+1 C 76 Ta T (1.97)

sen_lx—/xL
T W=

Expandimos (1 — #?)7'/2 (teorema binomial) y luego integramos término a término. Esta
integracién término a término es discutida en la seccion 1.7. El resultado es la ecuacion
(1.97). Finalmente, podemos tomar el limite cuando x — 1. La serie converge por la prueba
de Gauss.

es hacer uso de la relacién

1.6.3. Expansién de Taylor de mas de una variable.

La funcién f tiene mds de una variable independiente, es decir, f = f(x,y), la expansién
de Taylor se convierte en

f(,y) = fla,b) + <x—a>%+<y %;
*l{(‘”‘@ﬁwx—aw —b) L T e
3 Ox? 020y

3 83
+3(z —a)(y — b>28x322 +(y - b)3a—y‘§] +o

con todas las derivadas evaluadas en el punto (a,b). Usando a;t = z; — xjo, podemos escribir
la expansion de Taylor para m variables independientes en la forma simbdlica

fla;) = Zi—"! (Z a(%) f (@)

(1.99)

n=0 1=

TE=Tk0

Una forma vectorial conveniente es

=1
ZE (1.100)

n=0

1.7. Series de potencias.

Las series de potencias son un tipo especial y extremadamente ttil de series infinitas de
la forma

f(@) = ap + a1z + asa® + aza® + - - -

o0
= E anx" |
n=0

(1.101)
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donde los coeficientes a; son constantes e independientes de x.*

1.7.1. Convergencia.

La ecuacion (1.101) puede testearse rapidamente para la convergencia ya sea por la prueba
de la raiz de Cauchy o por la prueba de la razén de D’ Alembert. Si

lfm 2L = Rt (1.102)

n—oo (U,

la serie converge para —R < x < R. Este es el intervalo o radio de convergencia. Ya que las
pruebas de la raiz y la razén fallan cuando el limite es la unidad, el punto final del intervalo
requiere atencion especial.

Por ejemplo, si a, = n™", entonces R = 1y, la serie converge para x = —1, pero diverge
para z = +1. Si a,, = n!, entonces R = 0 y la serie diverge para todo x # 0.

1

1.8. Convergencia uniforme y absoluta.

Supongamos que nuestra serie de potencia es convergente para —R < x < R; entonces
serd uniforme y absolutamente convergente en cualquier intervalo interior, —S < z < S|
donde 0 < S < R. Esto podria ser probado directamente por la prueba M de Weierstrass
usando M; = |a;|S".

1.8.1. Continuidad.

Ya que cada término u,(z) = a,x" es una funcién continua de z y f(z) = >_ a,z™ con-
verge uniformemente para —S < x < S, f(x) deberia ser una funcién continua en el intervalo
de convergencia uniforme. Este comportamiento es contradictorio con el comportamiento
impresionantemente diferente de las series de Fourier. Las series de Fourier son usadas fre-
cuentemente para representar funciones discontinuas tales como ondas cuadradas y ondas
dientes de sierra.

1.8.2. Diferenciacion e integracion.

Con u,(x) continua y Y a,x™ uniformemente convergente, encontramos que la serie dife-
renciada es una serie de potencia con funciones continuas y del mismo radio de convergencia
que la serie original. Los nuevos factores introducidos por diferenciacién (o integracién) no
afecta ni a la prueba de la raiz ni a la de la razén. Por lo tanto nuestra serie podria ser
diferenciada o integrada tan a menudo como deseemos dentro del intervalo de convergencia
uniforme.

En vista de las restricciones algo severas puestas en la diferenciacion, esto es un resultado
valioso y notable.

4La ecuacién (1.101) puede ser reescrita con z = x + iy, reemplazando a x. Luego todos los resultados de
esta seccion se aplican a series complejas
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1.8.3. Teorema de unicidad.

En la seccién precedente, usando las series de Maclaurin, expandimos e® y In(1 + z) en
series infinitas. En los capitulos venideros las funciones son frecuentemente representadas e
incluso definidas por series infinitas. Ahora estableceremos que la representacion de la serie
de potencias es tnica.

Si
f(:c):Zanx", —R,<x <R,
"0 (1.103)
=> ba", -—Ry<z<R,
n=0
con intervalos de convergencia sobrepuestos, incluyendo el origen, luego
a, =b, , (1.104)

para todo n; esto es, supongamos dos representaciones de serie de potencias (diferentes) y
luego procedamos a demostrar que las dos son idénticas.
De la ecuacion (1.103)

i apx” = i b | —R<z<R (1.105)
n=0 n=0

donde R es el més pequeno entre R,, R,. Haciendo x = 0 para eliminar todo salvo el término
constante, obtenemos
ag = bo . (1106)

Ahora, aprovechandose de la diferenciabilidad de nuestra serie de potencia, diferenciamos la
ecuacion (1.105), obteniendo

inanx”_l = inbnx”_l : (1.107)
n=1 n=1

De nuevo ajustamos x = 0 para aislar el nuevo término constante y encontramos

a; = by . (1.108)
Repitiendo este proceso n veces, obtenemos

a, =b, , (1.109)

lo cual muestra que las dos series coinciden. Por lo tanto nuestra representacion en serie de
potencia es tnica.

Esto sera un punto crucial cuando usamos una serie de potencia para desarrollar soluciones
de ecuaciones diferenciales. Esta unicidad de las series de potencia aparece frecuentemente
en fisica tedrica. La teoria de perturbaciones en Mecdnica Cuantica es un ejemplo de esto.
La representacion en serie de potencia de funciones es a menudo util en formas de evaluacion
indeterminadas, particularmente cuando la regla de I’'Hospital puede ser inconveniente de
aplicar.
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Ejemplo

Evaluemos

. 1—cosz

Remplazando cosz por su expansion en serie de Maclaurin, obtenemos

l—cosz 1—(1—a?/21+at/4l—...)
2 x?
22/2) — A -
1 a2
T2 4l

Tomando x — 0, tenemos

. 1—cosz 1

La unicidad de las series de potencia significa que los coeficientes a,, pueden ser identifi-
cadas con las derivadas en una serie de Maclaurin. A partir de

F) =3 = 30 L fO0)a"

tenemos

1
— — f(n)
=l ()

1.8.4. Inversion de series de potencia.
Supongamos que tenemos una serie
Yy — Yo = a1 (& — o) + ag(x — x9)* + - -

_ i“ (@ —a0)" (1.112)

en la cual estd dada (y — o) en términos de (x — zp). Sin embargo, podria ser deseable tener
una expresion explicita para (z—x) en términos de (y— o). Necesitamos resolver la ecuacién
(1.112) para (z — xy) por inversién de nuestra serie. Supongamos que

r—10=Y bu(y—10)" . (1.113)
n=0

con b, determinado en términos de los supuestamente conocidos a,. Una aproximacién a
fuerza bruta, la cual es perfectamente adecuada para los primeros coeficientes, ya que es
simplemente sustituir la ecuacién (1.112) en la ecuacién (1.113). Igualando los coeficientes
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de (x — xp)" en ambos lados de la ecuacién (1.113), ya que la serie de potencia es unica,
obtenemos

1
bl =
a1
bQ = a_§ )
aj
1 (1.114)
bg = —5(26L§ - a1a3> 5
aj
1
by = —7(5a1a2a3 — a%a4 — 5ag) , y asi sucesivamente.
a

Los coeficientes mayores son listados en tablas generalmente. Una aproximacion mas general
y mucho mas elegante es desarrollada usando variables complejas.

1.9. Integrales elipticas.

Las integrales elipticas son incluidas aqui parcialmente como una ilustracién del uso de
las series de potencias y por su propio interés intrinseco. Este interés incluye la ocurrencia
de las integrales elipticas en una gran variedad de problemas fisicos.

Ejemplo Periodo de un péndulo simple.

Para pequenas oscilaciones en la amplitud nuestro péndulo, figura 1.8, tiene un movi-
miento arménico simple con un periodo 7' = 27(1/g)'/2. Para una amplitud grande 6, tal
que senfy; # 07, la segunda ley de movimiento de Newton y las ecuaciones de Lagrange
conducen a una ecuacién diferencial no lineal (senf es una funcién no lineal de 6 ), asi que
necesitamos un acercamiento diferente.

Figura 1.8: Péndulo simple.

La masa oscilante m tiene una energia cinética de ml?(df/dt)*/2 y una energia potencial
de —mgl cos@ (0 = 7/2 como la eleccion del cero de la energia potencial). Ya que df/dt =0
en 6 = ), el principio de la conservacién de la energia da

1 do

2
—ml2 =) — = — ) 1.11
2ml (dt> mgl cos 0 mgl cos Oy (1.115)
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Resolviendo para df/dt obtenemos

do 29\ "/*
== + <Tg) (cos @ — cos y)'/? (1.116)

con la cancelacién de la masa m. Tomando ¢ como cero cuando # = 0y df/dt > 0. Una
integracién desde 6 = 0 a 8 = 6, produce

Onr 1/2 1/2
/ (cosf — cos By ) /% dh = <2TQ> / dt = (219) t. (1.117)
0 0

Esto es 1/4 del ciclo, y por lo tanto el tiempo t es 1/4 del periodo, T'. Notemos que 6 < 6,

trataremos la sustitucion
0 Onr
sen | 5 | =sen| —- |seny. (1.118)

Con esto, la ecuacién (1.117) se convierte en

/2 prj/2
T=4 (f) / di (1.119)
g 0 O
1 — sen? % sen? ¢

Aunque no hay un obvio mejoramiento en la ecuacién (1.117), la integral ahora corresponde a
la integral eliptica completa del primer tipo, K (senf,,/2). A partir de la expansion de serie,
el periodo de nuestro péndulo puede ser desarrollado como una serie de potencia en sen 0, /2:

AE 1,00 9 O
T =2~ 1+~ nt 1.12
w(g) l+4se - Tt 5+ } (1.120)

1.9.1. Definiciones.

Generalizando el ejemplo anterior para incluir el limite superior como una variable, [a
integral eliptica del primer tipo esta definida como

do
1.121
Flpha) = / V1 —sen? asen2d ( )

0<m<1. (1.122)

_/x dt
o VOB —m?)

Para ¢ = /2, x = 1, tenemos la integral eliptica completa de primer tipo,

/ 1— ms.en2

- /0 V= t2)(1 )

(1.123)

conm=sen’a, 0 <m < 1.
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La integral eliptica de sequndo tipo estd definida por

%)
E(p\a) = / V1 —sen2 asen? 0 df (1.124)
0

T 1= me2
E(x]m):/o I, 0<m<1 (1.125)

Nuevamente, para el caso ¢ = 7/2, © = 1,tenemos la integral eliptica completa de sequndo
tipo:
w/2
E(m):/ V1 —msen?6df
0

1 — mt?
1—¢2

(1.126)
0<m<l1.

La figura 1.9 muestra el comportamiento de K(m) y E(m). Los valores de ambas funciones
pueden encontrarse en tablas o evaluar en software como Mathematica.

3,

0.2 0.4 0.6 0.8 1
m

Figura 1.9: Integrales elipticas completas, K(m), E(m).

1.9.2. Expansién de series.

Para nuestro intervalo 0 < m < 1, el denominador de K (m) puede ser expandido en serie
binomial

1 3
(1 —msen®g)~1/% = 1+§msen20+ §m286n49+---

_ - (2n_1)”mnsen2n0 (1127)

(2n)!!

n=0
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Para cualquier intervalo cerrado [0, Mmax], cON M.y < 1, esta serie es uniformemente con-
vergente y puede ser integrada término a término.

/2 2n—1 7
2n t
/0 sen“" 0 df = —(2n)!! 5 (1.128)

e ? (L3 ? 2, (L35 ? -
o) M \og) " T \oae) "
Similarmente,

s =5 () 5 () 5 - (55e) 5] e

Mas adelante estas series son identificadas como funciones hipergeométricas, y tenemos

De modo que

(1.129)

K(m):g

11

K(m):gQFl( 5,5,1;771) (1.131)
11

E(m) = gQFl (-5, 5 1;m> (1.132)

1.9.3. Valores limites.

De las series en las ecuaciones (1.129) y (1.130), o a partir de las integrales definidas,
obtenemos

lim K (m) = g , (1.133)
lim F(m) = g . (1.134)

Para m — 1, las expansiones en series no son muy utiles, A partir de la representacion

integral tenemos que
lim K(m) = oo, (1.135)

m—1

diverge logaritmicamente, y por otra parte, la integral para E(m) tiene un limite finito

lim E(m) =1. (1.136)

m—1

Las integrales elipticas han sido usadas ampliamente en el pasado para evaluar integrales.
Por ejemplo, integrales de la forma

I = / R(t, \/a4t4 + ast? + ast? + art + ag) dt
0

donde R es una funciéon racional de ¢t y del radical, pueden ser expresadas en términos de
integrales elipticas. Con los computadores actuales disponibles para una evaluacién numérica
rapida y directa, el interés en estas técnicas de integrales elipticas ha declinado. Sin embargo,
las integrales elipticas mantienen su interés a causa de su apariencia en problemas en Fisica.
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1.10. Numeros de Bernoulli.

Los nimeros de Bernoulli fueron introducidos por Jacques Bernoulli. Hay muchas defini-
ciones equivalentes, pero debe tenerse extremo cuidado, porque algunos autores introducen
variaciones en la numeracién o en signo. Un acercamiento relativamente simple para definir
los ntimeros de Bernoulli es por la serie®

) Bn n
ooy 2 (1.137)

ew—l_

la cual converge para |z| < 27 usando el test del cociente. Diferenciando esta serie de potencia
repetidamente y luego evaluando para x = 0, obtenemos

dar x
B, = |— . 1.138
|:dxn (ex - 1):|x:0 ( )
Especificamente,

d x
By = —
! d:z:(ex—1>

como puede ser visto por la expansion en series de los denominadores. Usando By = 1y
By = —1/2, es facil verificar que la funcién

T T . B,z" T T
—14+== = — —1—-= 1.140
er —1 +2 Z n! e~ —1 27 ( )

xT

1
= —= 1.139
2 ) ( )

B 1 . we
Cer—1  (er—1)2

n=2

es par en z, tal que todos los By, = 0.
Para derivar una relacion de recurrencia para los nimeros de Bernoulli, multiplicamos

e —1 = > ™ T 2. By, "
=1= - I —an
x er—1 L;) (m+1)! 2 +; (2n)!

00 . 1 1 s N B2n
=1+ e [(m+1>!_2m!]+zx 2 [(20)!(N =20+ 1)1

m=1 N=2  1<n<N/2
(1.141)
La ecuacién (1.141) produce
1 N +1 1
S(N+1) -1 > BZn( o ) SN =1, (1.142)
1<n<N/2
la cual es equivalente a
N
2N +1
N—-= Ba, ’
o)
o (1.143)
N-1= By,
o ()

5La funcién puede ser considerada una funcion generatriz ya que genera los nimeros de Bernoulli.

el‘
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n B, B,

0 1 1.000000000
1 —% -0.500000000
2 ¢ 0.1666 66667
3 —g -0.033333333
4 & 0.023809524
5 —g -0.033333333
6 & 0.075757576

Cuadro 1.1: Numeros de Bernoulli

A partir de la ecuacién (1.143) los nimeros de Bernoulli en la tabla 1.1 se obtienen rapida-
mente. Si la variable x en la ecuacién (1.137) es remplazada por 2zi (y B; elegido igual a
-1/2), obtenemos una definicién alternativa (y equivalente) de By, la expresién

oy, (20
reotr = Z(—l) By, @)’ —T<T<T. (1.144)
n=0 )

Usando el método del residuo o trabajando a partir de la representacién de producto
infinito de sen(x), encontramos que

—1)"12(2n)! &= 1
By, = =V 2(”) —, n=1,23.... (1.145)
(2m)ze L pn

Esta representacién de los nimeros de Bernoulli fue descubierta por Euler. Es facil ver a
partir de la ecuacién (1.145) que |Bsg,| aumenta sin limite cuando n — oo. Ilustrando el
comportamiento divergente de los nimeros de Bernoulli, tenemos

By = —5.291 x 10?
Baogo = —3.647 x 10?1 .

Algunos autores prefieren definir los nimeros de Bernoulli con una version modificada de la
ecuacion (1.145) usando

! 1
By, = — 1.146
(27[-)271 pz; p2n ( )
el subindice es justo la mitad de nuestro subindice original y todos los signos son positivos.
Nuevamente, se debe chequear cuidadosamente la definicién que se esta usando de los niimeros
de Bernoulli.

Los ntmeros de Bernoulli aparecen frecuentemente en teoria de nimeros. El teorema de

von Standt-Clausen establece que

Bopy = A, — — — — — — — PP (1.147)
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en el cual A, es un entero y py, ps,...p son numeros primos tal que p; — 1 es un divisor de
2n. Podemos facilmente verificar que esto se satisface para
B6(A3 = 17p = 2737 7) )
BS(A4 =1,p=23, 5) ) (1148>
B10<A5: 17p:2)371]-) 9

y otros casos especiales.
Los ntimeros de Bernoulli aparecen en la suma de potencias enteras de enteros,

N
ij , p entero.
j=1

y en numerosas expansiones de series de las funciones trascendentales, incluyendo tan z, cot x,
sen~!z, In|sen x|, In|cos x|, In|tan z|, tanhz, cotha y cosh™ z. Por ejemplo,
3 n—192n(92n

2 (_1> 2 (2 — 1)B2nx2n71

tan(z) = o+ — + —a° + - +
B 3 15 (2n)!

T (1.149)

Los nimeros de Bernoulli probablemente vengan en tales expansiones en series a causa de las
ecuaciones de definicién (1.137) y (1.143) y de su relacién con la funcién zeta de Riemann

[e.9]

¢2n) =Y L (1.150)

2
p=1pn

1.10.1. Funciones de Bernoulli.
Si la ecuacién (1.137) puede ser facilmente generalizada, tenemos

:L.GLBS

o x”
i ZBH(S)F . (1.151)
n=0 ’

definiendo las funciones de Bernoulli, B,(s). Las primeras siete funciones de Bernoulli estan
dadas en la tabla 1.2.
De la funcién generadora, ecuacion (1.151),

B.(0)=B,, n=12 ... (1.152)

la funcién de Bernoulli evaluadas en cero es igual al correspondiente niimero de Bernoulli. Dos
propiedades particularmente importantes de las funciones de Bernoulli se deducen a partir
de la definicién: una relacién de diferenciacion

Bl (s)=nB,_1(s), n=1,2,.... (1.153)
y una relacion de simetria
B,(1)=(-1)"B,(0), n=12.... (1.154)

Estas relaciones son usadas en el desarrollo de la formula de integracién de Euler-Maclaurin.
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By = 1

Bl = x—%

BQ = xQ—fﬂ"—%

By = 2% —327+3x

By = a'—22% 42 —

Bs = 2% =22+ 2% — iz

Bs = af% 32+ 32t — a7 + 5

Cuadro 1.2: Funciones de Bernoulli

1.10.2. Férmula de integracion de Euler-Maclaurin.

Uno de los usos de las funciones de Bernoulli es la derivacién de la formula de integracion
de Euler-Maclaurin. Esta férmula es usada en el desarrollo de una expresion asintdtica para
la funcién factorial, serie de Stirling. La técnica es integracion por partes repetida, usando la
ecuaciéon (1.153) para crear nuevas derivadas. Comenzamos con

1 1
/ f(z)dx :/ f(x)By(z)dz . (1.155)
0 0
A partir de la ecuacién (1.153)
Bi(z) = By(z) =1 (1.156)
Sustituyendo Bj(z) en la ecuacién (1.155) e integrando por partes, obtenemos

1

/0 f(x)dz = F)B(1) — FO)Bi(0) — | f(2)By(x) da

. ) 0 (1.157)
=5/ = fO)] = | f(@)Bi(w)dz
0
Nuevamente, usando la ecuacién (1.153), tenemos
1
Bilr) = 3 Bi) (1.158)

[ e = 510 = 501 - OB - FOBA0)+ i
5 | 1P @B |
Usando las relaciones,
Bon(1) = Bon(0) = Bon ,  n=0,1,2,... (1.160)

B2n+1<1> = BQnJrl(O) =0 ) n = 172737 ot
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y continuando este proceso, tenemos

[ 1@ = S0 = FO1= 3 G Bl 00 - 1 o))+
p=1 (1.161)

L 1 (29) (o ) dx
G [ 1 @B @) a

Esta es la férmula de integraciéon de Euler-Maclaurin. Supone que la funcién f(x) tiene todas
las derivadas requeridas.

El intervalo de integracién en la ecuacién (1.161) puede ser trasladado de [0, 1] a [1,2]
reemplazando f (x) por f(x 4+ 1). Sumando tales resultados hasta [n — 1,7/,

| H@dn = 570+ £ + 5@ 5k fn =1+ 5 )+
N L g ey g 1 5
z Bl ) = 10+ o [ N3 )
(1.162)
Los términos 1f(0) + f(1) + ... + 3f(n) aparecen exactamente como una integracién o

cuadratura trapezmdal. La suma sobre p puede ser interpretada como una correccion a la
aproximacién trapezoidal. La ecuacién (1.162) es la forma usada en la derivacién de la férmula
de Stirling.

La formula de Euler-Maclaurin es a menudo util para sumar series al convertirlas en
integrales.

1.11. Funcion zeta de Riemann.

Estas series Z;il p~2" fueron usadas como series de comparacién para probar la con-
vergencia y en la ecuacién (1.144) como una definicién de los nimeros de Bernoulli, By,.
También sirve para definir la funcién zeta de Riemann por

1
(s) =)y —, s>1. (1.163)
nS
n=1
La tabla 1.3 muestra los valores de ((s) para s entero, s = 2,3,...,10. La figura 1.10 es un

grafico de ((s) — 1. Una expresion integral para esta funcién zeta de Riemann aparecerd como
parte del desarrollo de la funcién gama.
Otra interesante expresion para la funcién zeta puede ser derivada como

3

eliminando todos los n™%, donde n es un multiplo de 2. Entonces

1 1 1 1
1—27%)(1— =1 — 4 —
C(s)( )( 37%) +3S+5S+78+98+

Ty (1.165)
(3s+9s+15s+”'>’

C(s)(1—2’)—1+i+1s+ <i+i+i+---) (1.164)
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¢(s)
1.64493 40668
1.20205 69032
1.08232 32337
1.03692 77551
1.01734 30620
1.00834 92774
1.00407 73562
1.00200 83928
1.00099 45751

S © 00 O T W iNWw

—_

Cuadro 1.3: Funcién zeta de Riemann.

10

0.1}
((s)—1

0.01}

0.001 ¢

0. 0001

S

Figura 1.10: Funcién zeta de Riemann, ((s) — 1, versus s.

eliminando todos los términos remanentes, donde n es un multiplo de 3. Continuando, tene-
mos ((s)(1 —27°)(1 =37°)(1 =57°)...(1 — P7°), donde P es un nimero primo, y todos los
términos n~°, en el cual n es un multiplo entero por sobre P, son cancelados. Para P — oo,

o0

C(s)(1=27(1-=37°)--- (1 =P*) =((s) H (1-P % =1. (1.166)
P(primo)=2
Por lo tanto .
s)=1 ] a-p (1.167)
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dando ¢(s) como un producto infinito.’

Este procedimiento de cancelacion tiene una clara aplicacién en el calculo numérico. La
ecuacién (1.164) darad ¢(s)(1 —27%) con la misma precisién como la ecuacion (1.163) da ((s),
pero solamente con la mitad de términos. (En cuyo caso, podria hacerse una correccién para
despreciar la cola de la serie por la técnica de Maclaurin reemplazando la serie por una
integral).

Conjuntamente con la funcién zeta de Riemann, habitualmente se definen otras tres fun-
ciones de sumas de potencia reciprocas:

0201 1 1
A(s) = ; @n+ 1) = ( - ;) ¢(s),
Yy
B(s) = Z(—l)”m :

A partir de los nimeros de Bernoulli o de las series de Fourier podemos determinar algunos
valores especiales

2

g(2)=1+2—12+%+ ==

4

((4)—1+?+%+ -5

2

)\(2)—1+%+é+ -3

4

)\(4)—1+3—14+%+ =5

1 1 s
SR R

1 1 s

(A TR T

La constante de Catalan
11
BR)=1— g+ 55— =0.9159655. .. |

SEste es el punto de partida para la vasta aplicacién de la funcién zeta de Riemann a la teorfa de niimeros.
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1.11.1. Mejoramiento de la convergencia.

Si requerimos sumar una serie convergente » .~ a, cuyos términos son funciones racio-

nales de n, la convergencia puede ser mejorada dramaticamente introduciendo la funcién zeta
de Riemann.

Ejemplo Mejorando la convergencia.

1 1 1 1
El problema es evaluar la serie Z

m. Expandiendo = — por

(1+n?) n? (1+i)

n=1

division directa, tenemos

1 1 1 1 n="6
= (1= ="
14+n?2 n? nz n* 14n2

Por lo tanto

= 1 = 1
=((2)—C(4)+¢(6)— _.

Y =D O =Y

n=1 n=1

Las funciones ¢ son conocidas y el remanente de la series converge como n~%. Claramente, el

proceso puede ser continuado hasta cuando uno desee. Usted puede hacer una eleccién entre

cuanta algebra hara y cudnta aritmética hara el computador.

Otros métodos para mejorar la efectividad computacional estan dadas al final de la seccién
1.2y 1.4

1.12. Series asintoticas o semi-convergentes.

Las series asintéticas aparecen frecuentemente en Fisica. En calculo numérico ellas son
empleadas para el cédlculo de una variedad de funciones. Consideremos aqui dos tipos de
integrales que conducen a series asintoticas: primero, una integral de la forma

h) = [ e pwdu,

donde la variable = aparece como el limite inferior de una integral. Segundo, consideremos la

forma .
B = [ et (2) du.

con la funcién f expandible en serie de Taylor. Las series asintéticas a menudo ocurren como
solucién de ecuaciones diferenciales. Un ejemplo de este tipo de series aparece como una de
las soluciones de la ecuacién de Bessel.
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1.12.1. Funcién gama incompleta.

La naturaleza de una serie asintotica es quizas mejor ilustrada por un ejemplo especifico.
Supongamos que tenemos una funcién integral exponencial”

FEi(z) = /33 idu , (1.168)

oo U

_Bi(—) = /OO = B | (1.169)

u

para ser evaluada para grandes valores de x. Mejor todavia, tomemos una generalizacion de
la funcién factorial incompleta (funcién gama incompleta),

I(z,p) = / e 'uPdu=T(1—-p,zx), (1.170)

en la cual z y p son positivas. De nuevo, buscamos evaluarla para valores grandes de x.
Integrando por partes, obtenemos

e’ * o - " pet o
I(z,p) = o —p/x e P du = prais, —|—p(p—i—1)/x e "u P2 du (1.171)

Continuando para integrar por partes, desarrollamos la serie

(1 p  pp+1) ne1 (P —2)l
I(z,p) =e (ﬁ_ml* pres e ) (p— D1 ) T (1.172)
(p—i—n—l)!/oo . —p— |
+ (=1 n\ - /" e "u P " du .
U

Esta es una serie notable. Chequeando la convergencia por la prueba de D’ Alembert, encon-
tramos

Hm |un+1| — 1/ (p_l_n)' 1

n—oo |un| n—o0 (p+n—1)'x

_ oy T (1.173)
n—00 T

= O

para todos los valores finitos de x. Por lo tanto nuestras series son series infinitas que divergen
en todas partes!. Antes de descartar la ecuacién (1.172) como inttil, veamos cuan bien una
suma parcial dada se aproxima a la funcién factorial incompleta, I(z,p).

' oo
— (—1)n+1M/ e P du = Ry(z, p) (1.174)

(p—1)!

"Esta funcién ocurre con frecuencia en problemas astrofisicos que involucran gases con una distribucién
de energia de Maxwell-Boltzmann.
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En valor absoluto

| [(z,p) — sp(x,p) | < M /OO e tu P
Luego sustituimos u = v + x la integral se convierte en

o o0
/ ety P Ny = e® / e (v+a) P do
T 0

e_m © _ v 7p7n71
e m/ e v (1 + —> dv .
x 0 x

Para x grande la integral final se aproxima a 1y

N (p+n) e*

N D (1.175)

|I<'T7p) - Sn(JI,p) |

Esto significa que si tomamos un x suficientemente grande, nuestra suma parcial s,, es arbi-
trariamente una buena aproximacién a la funcién deseada I(x,p). Nuestra serie divergente,
por lo tanto, es perfectamente buena para calculos de sumas parciales. Por esta razon algunas
veces es llamada serie semi-convergente. Notemos que la potencia de x en el denominador
del remanente (p + n + 1) es més alto que la potencia de x en 1ltimo término incluido en
sn(z,p), (p+n).

Ya que el remanente R, (z,p) alterna en signo, las sucesivas sumas parciales dan alterna-
damente cotas superiores e inferiores para I(x,p). El comportamiento de la serie (con p = 1)
como una funcién del nimero de términos incluidos es mostrado en la figura 1.11. Tenemos

0.21 T T T T T T T T
019 b _
Sﬂ(sz) - // .
01704 " 0.1741
T .
0.1664
015 .
T
Figura 1.11: Sumas parciales de e* Ey(x)
=5
oo ef’u,
e"Ey(z) = e”/ —du
z U (1.176)
1 1,2 3 .
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la cual es evaluada en z = 5. Para un valor dado de x las sucesivas cotas superiores e inferiores
dadas por las sumas parciales primero convergen y luego divergen. La determinacion 6ptima
de e”E)(z) estd dada por la aproximacién més cercana de las cotas superiores e inferiores,
esto es, entre s; = s¢ = 0.1664 y s5 = 0.1741 para x = 5. Por lo tanto

0.1664 < "By (z)| < 0.1741 . (1.177)
=5
Realmente, a partir de las tablas,
e"Ey(x) = 0.1704 , (1.178)
r=>5

dentro de los limites establecidos por nuestra expansién asintética. Note cuidadosamente
que la inclusiéon de términos adicionales en la serie de expansién mas alla del punto éptimo,
literalmente reduce la precisiéon de la representacion.

Cuando aumentamos z, la diferencia entre la cota superior méas baja y la cota inferior
més alta disminuird. Tomando x suficientemente grande, uno podria calcular e*E;(z) para
cualquier grado de precisién deseado.

1.12.2. Integrales coseno y seno.

Las series asintoticas también pueden ser desarrolladas a partir de integrales definidas
si el integrando tiene el comportamiento requerido. Como un ejemplo, las integrales seno y
coseno estan definidas por

o t
Ci(z) = —/ C(;S dt | (1.179)
, * sent
silz) = —/ Mar (1.180)
Combinando éstas con funciones trigonométricas regulares, podemos definir
. , > sen(x)
f(z) = Ci(x)sen(z) — si(x) cos(x) = n dy
oY (I) (1.181)
cos(x
x) = —Ci(x) cos(x) — st(x)sin(x) =
ola) = ~Cila) cos(e) = sia)sinfa) = [~ S5
con la nueva variable y =t — z. Llevando a variable compleja, tenemos
@ +if@) = [ -
glx)+iflz) = / Y
o YT (1.182)
_ / e " du
o l4u
en el cual u = —iy/x. Los limites de integracién, 0 a oo, a més que de 0 a —ioco, puede ser

justificado por el teorema de Cauchy. Racionalizando el denominador e igualando la parte
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real y la parte imaginaria, obtenemos

ue*l’u

= —d
o) = [ .

e—zu

La convergencia de las integrales requiere que Re(x) > 0.8
Ahora, desarrollamos la expansién asintética, consideremos el cambio de variable v = xu
y expandimos el factor [1 + (v/x)?~! por el teorema del binomio. Tenemos

(1.183)

L R L (20)
flz) ~ ;/0 e Z (—1) ﬁdv:— Z (—1) o7
0<n<N 0<n<N
- T 1.184
NS R S| Ltk R AL o
% Jo 0<n<N T 7 0<n<N -
De las ecuaciones (1.181) y (1.184)
, sen(x . (2n)l cos(z . (2n + 1)!
ite) ~ =58 3 (R v B
T odnen & T odnen & (1.185)
, cos(z) . (2n)! sen(x) L, (2n+1)! '
si(e) @ == Y (FD)"EE - S Y (FD)
0<n<N 0<n<N

las expansiones asintoticas deseadas.

La técnica de expandir el integrando de una integral definida e integrar término a término
lo volveremos a aplicar para desarrollar una expansion asintética de la funcién de Bessel mo-
dificada K, y también para las expansiones de las dos funciones hipergeométricas confluentes
M(a,c;x) y Ula,c; x).

1.12.3. Definicion de series asintdoticas.

El comportamiento de estas series (ecuaciones (1.172) y (1.185)) en consistencia con las
propiedades definidas para una serie asintética’. Siguiendo a Poincaré, tomamos

"Ry (z) = 2" [f(z) — su(2)] , (1.186)

donde a a
1 2

w(7) = — == 1.187

() o+ —+ ket ( )

La expansion asintética de f(z) tiene las propiedades que

lim 2"R,(x) =0, para n fijo, (1.188)

r—00

8La parte real.
9No es necesario que las series asintéticas sean series de potencia.
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lim 2"R,(z) = o0, para x fijo, (1.189)

Vemos la ecuaciones (1.172) y (1.173) como un ejemplo de estas propiedades. Para series de
potencias, como las supuestas en la forma de s, (), R,(x) ~ z7""!. Con condiciones (1.188)
y (1.189) satisfechas, escribimos

— 1
f(x) ~ Zanﬁ . (1.190)
n=0
Notemos el uso de & en lugar de =. La funcién f(z) es igual a la serie solamente en el limite
cuando xr — oo.

Las expansiones asintéticas de dos funciones pueden ser multiplicadas entre si y el resul-
tado sera una expansion asintética de un producto de dos funciones.

La expansion asintética de una funcién dada f(t) puede ser integrada término a término
(justo como en una serie uniformemente convergente de una funcién continua) a partir de
x <t < ooy el resultado serd una expansion asintética de fmoo f(t)dt. Una diferenciacién
término a término, sin embargo, es valida solamente bajo condiciones muy especiales.

Algunas funciones no poseen una expansién asintdtica; e* es un ejemplo de tales fun-
ciones. Sin embargo, si una funcién tiene una expansion asintdtica, tiene solamente una.
La correspondencia no es uno a uno; muchas funciones pueden tener la misma expansion
asintotica.

Uno de los métodos mas poderoso y 1til de generar expansiones asintéticas, es el método
de steepest descents, sera desarrollado mas adelante. Las aplicaciones incluyen la derivacion
de la férmula de Stirling para la funcién factorial (completa) y las formas asintéticas de las
varias funciones de Bessel.

1.12.4. Aplicaciones a calculo numérico.

Las series asintoticas son usadas frecuentemente en el calculo de funciones por los com-
putadores. Este es el caso de las funciones de Neumann Ny(z) y Ni(x), y las funciones
modificadas de Bessel I,,(z) y K,(z). Las series asintdticas para integrales del tipo exponen-
cial, ecuacién (1.176), para las integrales de Fresnel, y para la funcién de error de Gauss,
son usadas para la evaluacion de estas integrales para valores grandes del argumento. Cuan
grande deberia ser el argumento depende de la precision requerida.

1.13. Productos infinitos.

Consideremos una sucesién de factores positivos fi - fo - fs« fa -« fu(fi > 0). Usando 7
mayuscula para indicar el producto, tenemos

fiofefsfafa=1]f (1.191)
i=1
Definimos p,,, como el producto parcial, en analogia con s, la suma parcial,

pn=]]%, (1.192)
=1
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y entonces investigamos el limite
lim p, =P . (1.193)

n—oo
Si P es finito (pero no cero), decimos que el producto infinito es convergente. Si P es infinito

o cero, el producto infinito es etiquetado como divergente.
Ya que el producto divergera a infinito si

lim f, > 1 (1.194)
O a cero para
0< lim f, <1, (1.195)

es conveniente escribir nuestro producto como

o0

[T +a.) .

n=1

La condicién a,, — 0 es entonces una condicién necesaria (pero no suficiente) para la conver-
gencia.

El producto infinito puede ser relacionado a una serie infinita por el método obvio de
tomar el logaritmo

lnﬁ(l—l—an) :iln(l—l—an) : (1.196)

Una relacion mas ttil es probada por el siguiente teorema.

1.13.1. Convergencia de un producto infinito.

Si 0 < a, < 1, el producto infinito [[)7 (1 +a,) v [[—,(1 — a,) converge si >~ a,
converge y diverge si Y~ a, diverge.
Considerando el término 1 + a,, vemos que de la ecuacién (1.80)

l+a, <e™. (1.197)
Por lo tanto el producto parcial p,
pn < €7, (1.198)
y haciendo n — oo,
H(l +a,) < expz a,, . (1.199)
n=1 n=1

estableciendo una cota superior para el producto infinito.
Para desarrollar una cota mas baja, notemos que

pn:1+2n:ai+2n:2n:aiaj+--‘>sn, (1200)
=1

i=1 j=1
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ya que a; > 0. De modo que

ﬁ(1+an) > ian. (1.201)

Si la suma infinita permanece finita, el producto infinito también lo hara. Si la suma infinita
diverge, también lo hara el producto infinito.

El caso de [[(1—a,,) es complicado por el signo negativo, pero una prueba de que depende
de la prueba anterior puede ser desarrollada notando que para a,, < 1/2 (recuerde que a,, — 0
para convergencia)

1
1—a,) <
( a)_Han

Y 1
1—a,) > 1.202
(1=an) 1+ 2a, (1.202)

1.13.2. Funciones seno, coseno y gama.

El lector reconocerd que un polinomio de orden n P,(x) con n raices reales puede ser
escrito como un producto de n factores:

Po(z) = (z—m)(w —x2) -+ (x — ) = [ [(& — 22) . (1.203)

=1

De la misma manera podemos esperar que una funcién con un nimero infinito de raices
pueda ser escrito como un producto infinito, un factor para cada raiz. Esto es por cierto el
caso de las funciones trigonométricas. Tenemos dos representaciones muy ttiles en productos

infinitos,
sen(z) =z [ | (1 - n27r2) : (1.204)

cos(z) = ﬁ {1 - ﬁ} . (1.205)

n=1

La més conveniente y quizds la mas elegante derivacién de estas dos expresiones es usando
variable compleja. Por nuestro teorema de convergencia, las ecuaciones (1.204) y (1.205) son
convergentes para todos los valores finitos de z. Especificamente, para el producto infinito
para el sen(z), a, = ¥?/n’*n?

> 2ea 1l 22

D=5 3= 6@

i = (1.206)
6

La serie correspondiente a la ecuacién (1.205) se comporta en una manera similar.
La ecuacién (1.204) conduce a dos resultados interesantes. Primero, si fijamos z = 7/2,

obtenemos - - ,
=S ) 211 o] (1.20)
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Resolviendo para 7/2, obtenemos

T (2n)” 2.2 4.4 6-6
52,1_[1[(271—1)(271%—1)}:1.3'3.5'5.7"" (1.208)

la cual es la famosa férmula de Wallis para /2.
El segundo resultado involucra la funcién factorial o funcién gama. Una definicion de la
funcién gama es

r=1

I'(z) = [xe’m ﬁ <1 + %) ef] ) ; (1.209)

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni, seccién 1.2. Si tomamos el producto de I'(x) y
['(—x), la ecuacién (1.209) tiende a

[(x)[(—r) = — _$€W ﬁ (1 + %) e ze " ﬁ (1 - %) ei] :

- = (1.210)

00 2
62
r=1 "
Usando la ecuacién (1.204) con x reemplazado por mz, obtenemos

I(2)(—x) u (1.211)

2)(—z) = ———7—. .
xsen(mzx)

Anticipando una relacién de recurrencia desarrollada posteriormente, tenemos que usando
—z'(—z) =T(1 — z), la ecuacién (1.211) puede ser escrita como

™

[(zx)[(1 - 2) = (1.212)

sen(mx)

Esto sera til cuando tratamos la funcion gama.

Estrictamente hablando, podriamos chequear el intervalo en x para el cual la ecuacién
(1.209) es convergente. Claramente, para x = 0, —1, —2, ... los factores individuales se anulan.
La prueba que el producto infinito converge para todos los otros valores (finitos) de x es dejado
como ejercicio.

Estos productos infinitos tienen una variedad de usos en matematica analitica. Sin em-
bargo, a causa de su lentitud de convergencia, ellas no son aptas para un trabajo numérico
preciso.



Capitulo 2

Numeros Complejos

versién 1.1, 5 de Mayo del 2003

2.1. Introduccion.

Definicién 2.1 Dominio de integridad, D. Es un conjunto de elementos entre los cuales
estan definidas las operaciones de suma y multiplicacién con las siguientes propiedades:

a) Para todo a, b que pertenece a D existe un solo a +b € D y un solo a-b € D tal que se
satisfacen

» La conmutatividad a+b=b+aya-b="b-a.
» La asociatividad a+ (b+c¢) =(a+b)+cya-(b-c)=(a-b)-c.

b) Existe un elemento 0 € D y un elemento 1 € D con 0 # 1 tal que Ya € D,

a+0=04+a=a
a-1l=1-a=a.

c¢) Para todo a € D sélo existe un x € D tal que a+x = 0 a tal elemento se le llama opuesto
de a y es —a.

d) Sice Dconc#0yc-a=c-b, entonces a = b ley de simplificacion.

Un par de ejemplos de dominios de integridad son los ntimeros reales, R, y los niimeros
racionales, Q.

Definicién 2.2 Campo, C. Es un dominio de integridad que contiene para cada elemento
a # 0 un elemento llamado inverso de a y denotado a™* tal que

a-at=1.

Definicién 2.3 Correspondencia biunivoca. Existe una correspondencia biunivoca entre los
conjuntos A y B si a todos los elementos a € A se les puede hacer corresponder un sélo
elemento a' € B y viceversa.

Notacion: a <~ a',a € Ayad € B.

23
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Ejemplo Considere x «» = + 1 para todo x € Z.

Ejemplo (Los puntos de un plano dotados de un sistema ortogonal de ejes)« (pares de
numeros reales).

Definicién 2.4 Isomorfismo. Un isomorfismo entre dos campos C' y C’ es una correspon-
dencia biunivoca a <+ a’ con a € C' y a’ € C' que satistace para cualquier par de elementos
a € Cya € las condiciones:

(a+b) =d +¥
(a-b)=d-b.

En tal caso se dice que C' es isomorfo a C".

Definicién 2.5 Niimero complejo. Un niimero complejo es un par (z,y) de nimeros reales
que satisfacen las reglas:

(z,9) + @ y) =+, y+v) (2.1)
(z,y) - (@, y) = (x2’ — gy, xy/ + y2') .

Estos niimeros complejos forman un campo que llamamos campo complejo C.

Consideremos el dominio D por los niimeros reales (R) y la raiz de la ecuacién 22+ 1 = 0
i.e. i = \/—1, i? = —1. Toda expresién de la forma x + iy (con x, y € R), pertenece a D. Por
definicién de dominio de integridad

(x+iy)+ (@ +i))=z+2 +ily +v)
(x+iy) - (2 + i) = za’ —yy' +i(xy + 2'y) .

Establezcamos la correspondencia
(z,y) = @ +iy .
Afirmamos que esta correspondencia es biunivoca, en efecto, si
(z,y) =z +iy

(y) =2+ iy

(z+iy) =@ +iy) = (2 -2) =iy —y),
elevando al cuadrado
(z—2)=-(y-y)= (-2 +y-y)=0,
como ambos términos son > 0, deben ser nulos por separados,

r—2=0,y—y =0=zx=2,y=19,
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es decir, si (z + iy) = (2’ + iy’) entonces (z,y) = (2/,y) son iguales. A cada elemento le
corresponde un sélo elemento y viceversa. Por lo tanto, a partir de (2.1), (2.2) y (2.3), (2.4),
se tiene que el conjunto C es isomorfo a D = {R,i = /—1}.

Por lo anterior concluimos que si z = (z,y) es un nimero complejo, entonces z = z + iy.
Identificamos a = como la parte real de z, i.e Re(z) = x. De la misma manera, identificamos a
y como la parte imaginaria de z, i.e Im(z) = y. Ademas tenemos las siguientes equivalencias:

(z,0) =2z, (0,1)=4, (L,0)=1, (0,y)=1y,

En el ultimo caso tenemos un nimero que es imaginario puro.

2.2. Plano complejo.

La forma z+1y de los complejos nos conduce a definir lo que llamaremos el plano complejo,
figura 2.1,

Alm

Im(2)

Figura 2.1: Plano complejo.

Aqui los vectores “distinguidos” son 1 y 7. El nimero complejo z tiene dos interpretaciones
en el plano complejo:

a) Como un vector en este espacio vectorial de dimensién 2, isomorfo a R?.
b) Como un punto de este plano.

Definicién 2.6 Complejo Conjugado. El complejo conjugado de z = (x,y) = = + iy es

Z = 2* = (z,—y) = = — iy. La operacién de tomar el conjugado de un nimero complejo
corresponde, graficamente, a una reflexion respecto al eje real.

Propiedades: Para todo z, z1, 20 € C
1.

—_—

(71 4+ 22) = (71 + 22)" = ((x1 + 22) +i(ph +12))"

= (@1 +22) — i(y1 + y2)
zy —iyr) + (v2 — iye) = 27 + 25
242 (2.5)

(Zl + 22)*
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N1

Y

Figura 2.2: Complejo conjugado.

2.
(—21) = (~21)" = (~21 — i)
—x + zyl
= —(z1 —iy1) = —(27)
(—21)" = —(27) . (2.6)
3.
(Z/lx;) = (21 22)" = (172 — Y1y2) — W(T2y1 + T1Y2)
= z122 — (—y1)(—ye) +i(z1(—y2) + z2(—y1)) = 21 - 25
(21 29)" = 27 - 25 . (2.7)
4. )
z=(0")"=z2. (2.8)
5.
z+4+Z=2z2+2"=2Re(2) . (2.9)
6.
z—zZ=2z—2"=2iIm(2) . (2.10)
7.

z-2F = 2. (2.11)
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En general, el conjugado de una expresién racional de complejos serd igual a la expresion
racional de los complejos conjugados. Por ejemplo, det(a;;) = det(a;;).

A partir de lo anterior, podemos dar una expresion para el inverso de z en funcién de z*
2 .
y | z|°. El inverso de z es tal que

1
z-—=1
z
1
2tz —=2"
z
1
2Pl =
z
I
BNET

Si z = x + 1y la expresion anterior toma la forma

I z—ay

2wty

2.3. Representacion polar.
Cada nimero complejo z = x + iy puede representarse en forma polar
z =r(cosf +isenb) , (2.12)

donde

r=]|z| = +/(Re(2))? + (Im(z))? , 0 = tan~* <%> , con —m < 0 <. (2.13)

2.4. Distancia en el plano complejo.

La distancia entre dos puntos z; y z2 en el plano complejo: d = |z — 2 |, figura 2.4 (a).
Si z es tal que | z — zp| < R, entonces z se encuentra en el interior de una circunferencia
de radio R con centro en z, figura 2.4 (b).
2.5. Desigualdad triangular.

Teorema 2.1 Para cualquier par de niimeros complejos z; y 2o se tiene que

|Zl+22‘§’21|+‘22|. (214)
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Figura 2.3: Representaciéon polar.

Aim @ AIm (b)

Ip—14

Z
2 Re Re

Figura 2.4: Distancia en el plano complejo.

Demostracion Sean z; = a1 + ib; y 29 = ag + 1o,

(a1by — aghy)? = aiby + a3b] — 2a1baash; > 0
aa3 + a2b? 4 alb? + b2 > a’al + 2a,byashy + b0
(af +09) (a5 + 53) = | 21 [* | 22| > (@105 + baby)?
|21 [ 22| > (a1a2 + b1by)
|z P+ |2 P+ 2] 21 | | 22| = 2a1a0 + 2b1by + a2 + b2 + a2 + b2
(21| + 122 = (a1 + a2)* + (b + b2)* = | 21 + 22 |

|Zl|+|ZQ|Z|Zl+ZQ| .
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2.6. Isomorfismo con matrices.
b

a
-b a)’

Consideremos dos complejos z; = a; + ib; y 29 = ao + iby y asociémosles, via la funcion A.

El dlgebra de los niimeros complejos es isomorfa a la de las matrices de la forma

Las matrices A(z1) = ( aé 21 y A(z) = ( a; 22) respectivamente. Podemos probar
—01 —b2 g
que
ay+ay b+ a b as b
Az + 2) = (_;1 b a MZ) = (_gl ai) + (_;2 az) = A(z1) + A(z) ,

- ajag — biby aiby +ashy [ a1 by [ a2 ba\ ]
Az - 2) = (—(alb1 +ashy) ayas _ble) = (—b1 a1> <—b2 ag) = A(z) - A(z2) .

En esta representacién podemos identificar

A(l):((l) ‘1)):1, A(i)z(_ol é):]l.

De esta manera a un complejo z = a + b le podemos asociar la matriz Z = al + bl

Consideremos aquellas matrices tales que satisfacen a? + > = 1, o dicho de otra manera
det A = 1. Denotémoslas por U,., luego det U, = 1. Los U, corresponden a todos los z € C
tales que | z|> = 1, puesto que | z|> = 22* = a® + b? cuando z tiene la forma z = a + ib.
Recordando la representacién geométrica de los complejos a = cos@ y b = senf, luego

U, = cosf1 + sen 01,
U. — costl send
" \—senf cosf)’

la cual es una isometria propia, una rotacion.

2.7. Sucesién de nuimeros complejos.

Sean zg, 21, 22,. .., 2, Una sucesion de niimeros complejos, esta sucesion converge si y solo
si para todo € > 0 existe un N tal que |z, — z,, | < ¢ para todo n, m > N. El anterior es el
criterio de Cauchy de convergencia y en el caso complejo es necesario y suficiente.

Una sucesion de nimeros complejos zg, 21, 22,. .., 2, tiene como limite z si y sélo si para
todo € > 0 existe un N tal que |z, — z| < € para todo n > N.

2.8. Series de nimeros complejos.

Como definicién de la convergencia de una serie compleja usaremos ls convergencia de la
sucesién de sumas parciales, i.e.

[e.o] n

Zzi:zﬁr}irgoSn:Zzi:z. (2.15)

i=0 i=0
El criterio necesario y suficiente de Cauchy para la convergencia de la serie se puede expresar
como Ve > 03N tal que n,m > N = |Y " z|<e.
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Alm

Figura 2.5: Convergencia de una serie en el plano complejo.

s e s . o . o
Definicién 2.7 La serie ) _,a, converge absolutamente si ) >~ | a, | converge.

Teorema 2.2 La convergencia absoluta implica la convergencia ordinaria.

2.8.1. Pruebas mas comunes para la convergencia absoluta.

Teorema 2.3 Prueba de comparacién. Si |z,| < a, y > a, converge entonces »_ z,
converge absolutamente.

Teorema 2.4 Prueba de la razén. Si | z,.1/2,| < k Vn suficientemente grande y k < 1,
la serie ) z, converge absolutamente.
Si | zn11/2n | > k Vn suficientemente grande y k > 1, la serie ) z, diverge.

Teorema 2.5 Prueba de la raiz. Si {/|z,| < k < 1 Vn suficientemente grande entonces
la serie ) z, converge absolutamente.
Si {/| z,| > k > 1 para n suficientemente grande entonces la serie ) z, diverge.

2.8.2. Radio de convergencia.

Consideremos la serie

Zz”:1+z2+z3+z4+... .
v=0
i) Para | z| < 1, la prueba de la razén nos da | z2"*!/2"| = | z| < 1. Lo anterior implica que

la serie ) z, converge absolutamente para |z | < 1.

ii) Para|z| > 1, la prueba de la razén nos da | z2"*!/2"| = | 2| > 1. Lo anterior implica que
la serie Y z, diverge para | z| < 1.

iii) Para |z| = 1 no existe un n tal que z" — 0, por lo tanto, la serie Y z, diverge para
|z] = 1.

La serie ) z, converge absolutamente dentro de una circunferencia de radio R = 1. Este
R se llama radio de convergencia.
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R
\ Zonade

Divergencia
Zonade , g
Convergencia

Figura 2.6: Convergencia en el plano complejo.

2.8.3. La serie exponencial.

Consideremos la serie

Evaluemos la prueba de la razon,

Zn—‘rl n!

(n+1)!zn

converge para | z | < o0.

Definicién 2.8 Usamos esta serie para definir la funcién exponencial,

o0
Zl/

e =expz = g — (2.16)
V!
v=0

Propiedades Va,b € C:

a)

u=0 p v=0 k=0 p+v=k H
00 k 00
1 k! k—vyv 1 k
:ZH<Z(;€_V)|U|G :Zy(aﬂLb)
k=0 v=0 k=0
€a€b _ 6(a—i—b)
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2.9. Relacion de Euler.

A partir de la propiedad anterior podemos escribir
e =cosz+isenz , (2.17)

e =cosz —isenz . (2.18)

Podemos despejar las funciones trigonométricas en funcion de las exponeciales complejas

cos z = M ) (2.19)
. 2 .
ez _ iz
senz = ——— . (2.20)
Algunos valores numéricos
6i7‘r — _1 622'71' — +1 ’ 6i7r/2 :Z , e—iﬂ'/Z — —Z )

La funcién e* es periddica con periodo 27,

ez+2m — 62627” — %

Reobtengamos algunas identidades trigonométricas usando complejos

(ei(aer) + efi(aer)) _ % (eiaeib + efiaefib)

[(cosa +isena)(cosb+isenb) + (cosa — isena)(cosb — isenbd)]

cos(a +b) =

N RN RN~

[2cosacosb — 2senasenb]

cos(a +b) = cosacosb — senasenb ,
de la misma manera podemos demostrar que
sen(a + b) = senacosb + cosasenbd .

Si consideremos el caso b = —a tenemos la conocida identidad 1 = cos? b + sen? b.
Si ¢ € R entonces € = cos  + isen ¢, si calculamos su médulo cuadrado

’e“"!z = (cos ¢ + i sen @) (cos p — isen p) = cos® p +sen® p = 1 ,

por lo tanto | €| = 1. Sabemos ademds, que e = €!*+27) Podemos escribir un complejo
z =] z|e* donde ¢ corresponde al 4ngulo polar € en la figura 2.3.
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2.10. Formula de Moivre.

Consideremos la exponencial compleja de n veces el angulo ¢,

" = exp(ip +ip +ip + - +ip)

n veces
— PpiPplP . .. o — (ezgo)

= cosny +isennp = (cosp +isen )"

n
n _ .
= E ( )cos” Y psen” pi” |
v
v=0

luego tenemos
n
N n n—v v -V
cosny + isennp = g cos" " psen” i .
v
v=0

Comparando parte real y parte imaginaria tenemos

n(n —1)
2
senny =ncos" ' psenp 4+ ... . (2.22)

cosny = cos" ¢ — cos" 2 psen? o + ... (2.21)
Como ejemplo de la relacién anterior consideremos el caso n = 2,

cos 2 = cos® ¢ — sen? ¢

sen2p = 2cos psen p .

2.11. Ecuacion ciclotonica.

Consideremos la siguiente ecuaciéon en los complejos

=1 (2.23)

n’_

Es decir, se busca un z tal que | z| = 1, ya que | z |z]"=1%|z| =1, y que su angulo
polar ¢ satisfaga n(p + 2wk) = 0 + 27k’. Las soluciones

27ki
zk:exp<ﬁl> , conk=0,1,...,n—1. (2.24)
n

2
1

1, 41
14 V3
—|—1, —§:|:ZT
1, -1, i, -

+1, exp(£2im/5), exp(£4din/5)
+1, £1+ 003

[« NN BT SUR NO RS
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Zy Zg

Figura 2.7: Las raices sextas de la unidad.

La representacion grafica de las soluciones para el caso n = 6, figura 2.7

Las raices de la unidad de grado n forman un grupo respecto a la multiplicacion, en el
cual zg = 1 corresponde al elemento neutro. A continuacién la tabla de producto para el caso
n=4

20 <21 <2 <3

20 | R0 <1 k2 X3
Z1 | A1 ko R3 X2
Z9 | 2 R3 R1 Xo
Z3 | %3 k2 2o %1




Capitulo 3

Ejemplos sencillos de funciones
complejas

versién final 1.24, 12 de Mayo del 2003

3.1. Notacion.

Las funciones complejas o mapeos van de los complejos a los complejos,

c-Lc.

La notacion es que el plano de salida lo denotaremos por Z con elementos z = x + 1y, la
imagen serd el plano W con elementos w = w4+ iv. Es decir, f(2) = f(z +iy) = w = v +iv.

y Z o W

— —

X u

Figura 3.1: Funcién compleja.

65
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3.2. Ejemplo 1, traslacion.
La funcién traslaciéon en un complejo constante a,

z— f(z)=z2+4a.

y %
Y

X

Figura 3.2: Funcion traslacién en a.

3.3. Ejemplo 2, rotaciéon en torno al origen.
La funcién rotacién en torno al origen
2z — f(2) = 2¢" = u+iv = (v+iy)(cosa+isena) = rcosa—ysena+i(ycosa+zsena) ,

donde o € R. En forma matricial

: cosa —sena\ [(x u
Roz=w, o bien = .
sena  CoS Y v

y f(2)

X

Figura 3.3: Funcién rotacién en torno al origen.
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3.4. Ejemplo 3, reflexion respecto al eje real.

La funcién reflexion respecto al eje real

Re

f(2=z=2*

Figura 3.4: Funcién reflexion respecto al eje real.

Si la reflexion es respecto al eje imaginario

z— f(z)=—-2==2"
A Im
f)=-7 =7" ,
Re
-7 z=z*

Figura 3.5: Funcion reflexion respecto al eje imaginario.
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3.5. Ejemplo 4, rotacion mas traslacion.

La funcién incluye una rotacién en a/|a|, una multiplicacién en |a| y finalmente una
traslaciéon en b.

z— f(z)=az+b=|ale®z+b.

Figura 3.6: Funcién rotacion més traslacion.

Este tipo de funciones o mapeos, conocidos como conformes, tienen la caracteristica de
preservar los angulos orientados. En nuestro caso, f mapeo lineas rectas en lineas rectas y
circunferencias en circunferencias.

2 7

Figura 3.7: Un ejemplo que mapeo circulos en circulos y rectas en rectas.
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3.6. Ejemplo 5, transformacion cuadratica.

La transformacién cuadrética
z— fl2) == (v +iy) =2y + 20y =u+iv.

Despejando para u y v

A f(2)=22 A

SELILALELE
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Figura 3.8: Transformacion cuadratica.

Mapeo de curvas “notables”

= Verticales en z, es decir, x = ¢ = cte. Representacién paramétrica con parametro vy,

u=c"—y?

<

Y

= 2cy .

v
Despejando y = 50 Y reemplazandola en la primera ecuacion
c

2

u=c*— L
4c
» Horizontales en z, es decir, y = ¢ = cte. Representacion paramétrica con parametro
u=a?—c*,
v =2xcC.

. v , . .
Despejando x = PR reemplazandola en la primera ecuacion
c

2
v 2

U=——=c
4c

69

x,

La funcién inversa, no podemos simplemente escribir z = y/w a menos que nos restrinja-

mos a Rez > 0.
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A
@ f(2) = 22 w V. Pardbolas
() ,
y —_— confocales
Rectas

Figura 3.9: Mapeo z? para rectas ortogonales.

3.7. Ejemplo 6, transformacién exponencial.

La transformacién exponencial

(@) — e = e®(cosy +iseny) = u+iv = w .

z— f(z)=€e"=¢e
Despejando para u y v

u=e"cosy ,

v=-e"seny .
Mapeo de curvas “notables”

= Verticales en z, es decir, + = ¢ = cte. Representacion paramétrica con parametro
—mT<y<m,

u = e‘cosy ,
v=-eseny .

» Horizontales en z, es decir, y = ¢ = cte. Representacién paramétrica con parametro x,
u=-e"cosc,

v=c"senc.

La funcién inversa de e, tenemos w = e tal que —m < Im (e*) < 7. Sea w # 0, escribamos
w = re*? con —m < ¢ < 7. Debemos identificar lo anterior con e* = e%e”, basta tomar e® = r
ey = luego x =Inr e y = ¢. Por lo tanto,

z=In|lw|+ip=lhw,

siendo w = |w | e con —7 < ¢ < 7.
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@ A W
y f(z)=e? v
-5/51 2
B T2
. Rectas
03 X, TP LU,
L —iTt ¢ :
o miT2
A 22
L i _22
. | =im2
Mapeo Abanico I

Figura 3.10: Mapeo e* para rectas ortogonales.

3.8. Ejemplo 7, transformacién de Joukowsky.
La transformacién que nos interesa es

1 1
z—>f(z):§(z+;):u+z'v:w,

escribiendo z = re'” tenemos

despejando para u y v

()
u=—\|r+—J|cosy,
2 r

1 1
v=—=(r——=)senoy.
2 T 14

= Circulos en z, es decir, r = ¢ > 1. Representacién paramétrica con parametro ¢ tal que

—-T<pIm,

2 2




72 CAPITULO 3. EJEMPLOS SENCILLOS DE FUNCIONES COMPLEJAS

» Rectas radiales en z, es decir, ¢ = g # wk/2 con k € Z y r > 1. Representacién
paramétrica con parametro r > 1,

u=—-|r+—-]cosyg,
2 T

()
v=—|r——|senyy .
2 T

Las curvas anteriores corresponden a hipérbolas,

2 2
U B v _y
(cos @0) <sen @0) ’
1 1
0= 1 (z + 7)

_

Figura 3.11: Transformacién de Joukowsky para circulos y rectas radiales.

3.9. Ejemplo 8, inverso.

La funcién inverso

St (ORI (G B

El origen se mapeard en infinito via esta funcién e infinito se mapeard en el origen,

z:()l—/z>w:oo, (3.1)

r=oc0 Lw=0. (3.2)
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A f(2)=z1 A

A

Figura 3.12: Mapeo 1/z para los diferentes cuadrantes.

3.10. Ejemplo 9, inverso conjugado.

La funcién inverso conjugado

1 A 1 .
Z—>f(2’):;, f(relv):meup’
VA
1
Z*
—

Figura 3.13: Mapeo 1/z*.
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3.11. Mapeo sobre la esfera ( de Riemann.

polo N
ﬁ N 7y =
R=1/2
X
O —

Proyeccion
Estereogréafica

Figura 3.14: Esfera de Riemann.

Ponemos una esfera de radio » = 1/2 sobre el plano complejo tal que el polo sur de la
esfera coincida con el origen, llamaremos a esta esfera: esfera ¢ de Riemann.

A cada punto z del plano complejo z le haremos corresponder un unico punto ¢ sobre
la esfera ( de la siguiente manera: unimos el punto sobre el plano complejo con el extremo
superior de la esfera o polo Norte por una recta y el punto que esta recta intersecta la esfera
correspondera a la imagen ¢ del punto z.

Definicién 3.1 Infinito. El punto, en el plano z, llamado infinito, z = oo, es aquel cuya
imagen se encuentra en el polo norte de la esfera ( de Riemann. Es decir,

2 =00 L% Polo N . (3.3)

3.11.1. Algunas propiedades de esta proyeccion.

1. Circulos en el plano z son mapeados sobre circulos en la esfera (, los cuales no pasan
por el polo norte.

2. Lineas rectas en el plano z son mapeadas en circunferencias sobre la esfera (, los cuales
pasan por el polo norte.

3. Dos rectas que se cortan en el plano z tienen dos punto comunes sobre la esfera ¢ siendo
uno de ellos el polo N.

La proyeccion estereografica es conforme, es decir, preserva los angulos orientados.
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/N

Figura 3.15: Mapeo sobre la esfera de circulos y lineas.

7

Figura 3.16: Mapeo sobre la esfera de rectas que se cruzan.

3.11.2. Mapeo de z y 1/z" y su relacién.

Sea A sobre la esfera ¢ de Riemann el punto correspondiente a z en el plano z. Sea A’ sobre
la esfera ¢ el punto correspondiente a 1/z* en el plano z. Afirmamos que A’ se obtiene de A
mediante una reflexién en el plano ecuatorial, es decir, en la figura 3.17 debemos demostrar
que o = o/,

Demostracién Considerando que el radio es 1/2, vemos del dibujo que tanp = r/1 = r.
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N

Plano
Ecuatorial

|Z=r

Figura 3.17: Mapeo de z y 1/2* y su relacién sobre la esfera.

Ademas, en A tenemos que p+ 3+ ¢ =71y [ =7/2 —a luego o = —(7/2 — 2¢), ahora
calculemos la tangente de «

(3.4)

2 1 1 — tan? 21
tanaz—tan(i—Qgp):—COS< ?) = = — il .

2 sen 2¢ ~ tan 20 2tan 2r

Por otro lado, tenemos que tanvy = (1/r)/1 = 1/r. Claramente desde la figura tenemos que
/2 — o' = 21, por lo tanto, calculamos la tangente de o/ de una manera equivalente

cos(2¢) 1 1—tan’y 1-1/r* r2—1

r_ T _ _ _
tana—tan<2 2¢>_ sen2t)  tan2y  2tanty  2(1/r)  2r (3:5)

Comparando (3.4) y (3.5) tenemos que o = o/
q.e.d.
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Transformaciones homograficas y
rotaciones de la esfera.

versién final 1.21, 12 de Mayo del 2003

Consideremos el espacio real de 3 dimensiones en coordenadas cartesianas. Las transfor-

maciones isométricas son aquellas que conservan el producto escalar. Este tipo de transfor-
maciones se pueden representar por matrices reales de 3 x 3, que satisfacen:

AAT =1 det(A) ==£1. (4.1)

Si el valor del determinante corresponde a +1 decimos que la isometria es par y si corresponde
a -1 diremos que es impar.

Proposicion 4.1 Toda isometria par corresponde a una rotacion de la esfera.

Demostracion Tenemos que demostrar que existe un eje, es decir, hay dos puntos fijos o
dicho de otra manera existe un vector fijo Z tal que

0
existird una solucién no trivial si y sélo si det(A —1) = 0.
det(A — 1) = det(A — AAT) = det(A(1 — AT))
= det(A) det(1 — AT) = det(1 — A")
= det(—1(AT — 1)) = —1 - det(AT — 1)
det(A —1) = —det(A—1),

luego det(A — 1) = 0, implica que existe solucién no trivial, es decir, existe el vector fijo

T #0.
q.e.d.
Teniendo el vector fijo lo tomamos como €3 y completamos la base con é; y é,, tales que
€y €y = Oy , w,v=1,23.

En esta nueva base la matriz A se escribe

B o cosY —seny
(0 1)’ donde B:(senw cosw)'

77
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Ya que la matriz A satisface AT = A™! eso implica que B = B™! y también tenemos que
det(A) = det(B) = 1.
Consideremos ahora la transformacion
az+b

f(Z):w:cz—l—d’ talque D =ad—bc#0€e€C. (4.2)

La anterior es conocida como transformacion homogrdfica o transformacion lineal fraccionada.

Representacion:
w a b\ [z w  az+b
D-CO0) we vt
La matriz @b es no singular, es decir, tiene inversa, = d b .
c d D\—c a

Las transformaciones homograficas forman un grupo respecto a su composicién funcional.

Escribamos la matriz como producto de matrices, lo cual nos permitird entender cémo
mapea las rectas y las circunferencias,

(o) =27 @) 6 )

la primera matriz del lado derecho corresponde a la transformacién t — (—Dt + a)/c, la
segunda a s — 1/s y la tercera z — cz + d. La primera y la tercera de las transformacio-
nes no cambia la forma de las curvas y la segunda transforma circunferencias o rectas en
circunferencias o rectas. Claramente, después de este analisis, vemos que la transformacion
mantiene la geometria, de ahi su nombre de homografica.

Existen dos puntos notables en una transformacion homografica

az+b
Z)=w = y
/() cz+d
1. El punto z = —d/¢, que corresponde a la pre-imagen de w = oo.

2. El punto z = 0o se mapea en el punto w = a/c.

Definicién 4.1 Punto fijo. Punto fijo de una transformacion es aquel cuya imagen el mismo
punto. Es decir, zy punto fijo de f < f(z) = 2.

Proposiciéon 4.2 A lo sumo en una aplicacién homografica hay dos puntos fijos, sino es la
transformacién identidad.

Demostracién Debemos separar nuestro anélisis en dos casos distintos
: ) ) d
1. Infinito no es punto fijo, es decir, zyg # ——, por lo tanto
c

azo+ b
20:Czo+d<:>cz§+(d—a)zo—b:0.
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En principio hay dos soluciones. Para que haya més de dos soluciones c =0y d = a, lo

T . . L 0
que implica b = 0, por lo tanto, la matriz asociada a la transformacién es (8 a) =al.

2. Infinito es punto fijo, es decir, ¢ = 0, luego

azo+ b
d

= (d—a)zg—b=0.

z20 —

Para que haya més de una solucion d = a lo que implica b = 0, por lo tanto, la matriz

. ., a 0
asociada a la transformacién es (O a) =al.

q.e.d.

Proposicion 4.3 Si describimos tres puntos en el plano complejo z; # 29 # 23 # 21 v sus
respectivas imagenes w; # wy # w3 # wi, entonces existe exactamente una transformacion
homografica f tal que f(z;) = w; parai=1,2,3.

Demostraciéon Construimos la razdon cruzada invariante

e e LS N O D (4.4)

W— W3 Wy — W3 2 — 23 29— 23

La transformacion f asi construida es homografica y satisface que para

=2 = w=w, porque 0 = 0,
Z =29 = W = Ws , porque 1 =1,
Z =23 = W= W; , porque 00 = 00 .

Falta probar que f es tinica, para esto supongamos que existe una transformacion homografica
g tal que
9(z,) =w, , para v =1,2,3.

Por ser g homografica tiene inversa g~!, luego

g w)=2=9"(f(z)=9"of(z2) =2, paav=123.

Tenemos una transformacién homografica g~ 1o f con tres puntos fijos, luego la transformacién
es la identidad g~' o f =1 0 bien g~ = f~! lo que implica finalmente que g = f, es decir f
es Unica.

q.e.d.

Consideremos las transformaciones homograficas de la forma

az+b

f(z) = vara (4.5)
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Plano
Ecuatorial

-1 z
V4

Figura 4.1: Puntos diametralmente opuestos en la esfera.

Proposicién 4.4 Las transformaciones homograficas del tipo (4.5) corresponden exacta-
mente a todas las rotaciones de la esfera.

Demostracion Una rotacion transforma puntos diametralmente opuestos en puntos diame-
tralmente opuestos.

El par de puntos (z, —1/2z*) son puntos diametralmente opuestos sobre la esfera.

azg+ b
Sea zp tal que f(z) = wy = 0—+, evaluemos
—b*zy + a*

f 1 _‘%"‘b_ bzy —a —b*z +a*\" 1\" 1
24 _g—z+a*_a*z§j—|—b*_ azy +0b B wy )  wg

Ahora veamos si podemos prescribir un eje frente a esta transformacion. Sea z; el eje

prescrito, encontremos a y b
a b 21\ 21
() ()= (3)

lo que implica dos ecuaciones para a y b

az1 +b= Kz ,
a—bzy =K".
El determinante de los coeficientes es D = — |z |2 — 1 # 0, luego tiene soluciones para

cualquier K. El par de puntos que define el eje puede ser descrito (21, —1/27).
Tratemos de prescribir un angulo de rotacién con los parametros que tenemos,

az+b 2 2
= D = bl >0
f) = [af* + 15[ > 0,



81

normalicemos los coeficientes tal que el determinante sea 1.

\/Lﬁz—i_\/Lﬁ  Az+B

—%zjt\‘}% - —B*z+4+ A

f(z) = D=|AP+|B’=1.

Cada uno de los coeficientes A y B son complejos, por lo tanto, tienen dos parametros reales.
En total cuatro pardmetros menos la restriccion de que el determinante sea +1, tenemos
entonces tres parametros, dos para el eje y uno para el angulo.

q.e.d.
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Capitulo 5

Derivabilidad.

versién final 1.11, 12 de Mayo del 2003

5.1. Identidades de Cauchy-Riemann.

Definicién 5.1 La vecindad circular de un punto zy con radio p € R es el conjunto de todos

los puntos tales que
0<l|z—2|<p. (5.1)

Definicién 5.2 Dominio abierto es aquel en que todos elementos tiene alguna vecindad
circular que pertenece totalmente al dominio.

Consideraremos funciones definidas en un dominio abierto de ahora en adelante.

y Z v w

X u

Figura 5.1: Funciones en dominios abiertos.

Definicién 5.3 Continuidad.
La funcién f es continua en el punto zy si f(zy+ h) = f(20) + R, donde R — 0 cuando
h — 0.

Definicién 5.4 Diferenciabilidad.
La funcion f es derivable en zy si

f(zo+h) = f(z) + AL+ R, donde % — 0 cuando h — 0, (5.2)

83
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en tal caso N B — ) R
. 20 -+ — 20 . fv
o h A+

Notacién:
A= f'(z)  derivada de f en z = z.

Si escribimos f(z+h) &~ Ah+ B, la podemos interpretar como un giro en un éngulo polar
de A, mas una translacion y una dilatacién. Lo anterior implica la conservacién de angulos
orientados, representacién conforme.

Veamos un ejemplo explicito, la derivada de f(z) = |z |* evaluada en z = z,

|Zo+h|2:’Zo|2+Ah+R
(zo+h)(z0+h)" = 2025 + AL+ R
2oh* + hzy + hh* = Ah+ R

R h* * *
EZZOE—i-ZO—Fh —A

Podemos tomar h como queramos, en particular lo elegimos primero real puro,

R
Illl'rr(l)ﬁ:zo+z§+h—A:QRezO—A:0:>A:2Rez0.

Sea h imaginario puro, es decir, h = i con a € R,

R
h'r%_—:—zo+zg+—ia—A:—2iIsz—A:0:>A:—2iImzo.
a—0 jo

Combinando ambos resultados,

2Re zp = —2iIm 2z
Rezg+ilmzg=0= 2,=0.

La derivada existe sélo en zg = 0.

Nos esta permitido escribir
f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) . (5.3)
Tomemos zy = g + iyo donde f es derivable. Sea h = Az + iAy, ahora evaluemos Af/h,

Af u(zo + Az, yo + Ay) — u(wo, yo) + iv(zo + Az, yo + Ay) — 1w (o, Yo)
h Az +iAy '

Al punto 2z, podemos acercarnos en forma arbitraria en el plano z.

20
% . %

Primero Ay = 0,

Af _ u(zo + Az, yo) — u(zo, yo) + i (xo + A, yo) — iv(@o, Yo)
Ax Az '
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luego para Ax =h — 0

/
ou | 0V _ . 4
o2~ (5.4
|
Ahora Ax = 0, -2
T
Af _ u(xo, yo + Ay) — u(xo, yo) + v(zo, Yo + Ay) — iv(zo, yo)
iAy iAy ’
luego para Ay =h — 0
ov . Ou
T = 5.9
- C) (5.
Ambas ecuaciones, (5.4) y (5.5), se debe ser iguales, lo que significa que: cumplir
Ju _dv. Qv _ 9| (5.6)
Jdxr Oy ox dy

Las ecuaciones anteriores son conocidas como las identidades de Cauchy-Riemann y es la
condicion necesaria para la existencia de la derivada. Investiguemos la suficiencia de ellas
para la derivabilidad, tenemos u = u(z,y) tal que

0 0
Au = u(xg + Az, yo + Ay) — u(xo, yo) = a—ZAx + 8—ZAy + 1Az + e3Ay
donde e, g5 — 0si h = /(Ax)2 + (Ay)2 — 0
Anéalogamente
v ov
Av =v(xg + Az, yo + Ay) — v(xg, yo) = o —Ax + 3y — Ay + e3Ax + g4Ay

donde €3, g4 — 0 si h = /(Az)2 + (Ay)2 — 0.

Luego, como la derivada es una operacion lineal

ou 0 Jv 0
Af =Au+iAv = 8—A x + auAy + 1Az + e Ay + i (0 Az + aUAy + e3Ax + 54Ay)
ou ov ov ou
C:R %A — 8—A —l— Za—AZB + Za—Ay + (51 + 53)Al’ + (52 + 54)Ay
ou . Qv ,
= %(Aa: +iAy) + Z%(ALE + iAy) + 1Az + Ay
Af ou Ov Az Ay
Az " or or TR AL
Tomemos el limite Az — 0
Af  Ou Ov Ax Yy
AR T o0 M T A A TR A A
como se satisface que | Ax | < |Az|y |Ay| < |Az| ambos limites van a cero quedandonos
, Ju Ov
Flao) = o g,

f! existe en z, donde se satisface Cauchy-Riemann.
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5.2. Ecuaciones de Laplace.

Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) derivable tal que u, v tengan derivadas de segundo orden
continuas

0’u cr O [Ov 0 [(Ov\ cr O%*u Pu  O%*u
R i Y i B =0 5.7
2 oz ( y) Dy (83:) Dy? — o Dy? ’ (5:7)
analogamente
v cr 0 [0Ou d (Ou\ cr. 0% v 0%
gUek 9 (20) _ ¢ (90) ok ~0. 5.8
Oz? ox < y) dy <8x> 0y? — o2 - 0y? (58)
Ambas ecuaciones, (5.7) y (5.8), corresponden a una ecuacién de Laplace bidimensional para

u 'y v respectivamente.
. o 2
Notemos que | f'| = | A| corresponde a una dilatacién lineal, | f'|* corresponde a una
dilatacién de area

e (2020 (0 00 (90)E, (00\ er 0udu_0udu _ dlu.u)
B ~\9x 0x)\o0xr 0x) \ox or) — 0xdy 0xdy Oz y)’

el cual corresponde al Jacobiano de la transformacién (z,y) — (u,v).

Definicién 5.5 La funcién f(z) es holomorfa en un dominio si en tal dominio existe f'(z).

Definicién 5.6 La funcién f(z) es analitica si se puede expandir en serie de potencia.

Definicién 5.7 Una funcién u(zx,y) es arménica si satisface que

’u  0*u

@—{—8—3/2:0. (5.9)

Definicién 5.8 La funcién f(z) es entera si es analitica en todo el plano z.

Teorema 5.1 Si u(z,y) es armdnica entonces se puede construir f holomorfa.

f(2) = u(z,y) +iv(z,y) .

Demostracién Se busca v(x,y) tal que

ou Ov ov ou

dr oy’ dr  dy

Para que sea integrable se debe satisfacer

o () _ 0 (o
ox \oy/) Oy \ox) '’

y puesto que v debe satisfacer Cauchy-Riemann

o (owy_ 0 (ou
ox \ox) oy \oy)’
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Y esto es cierto por hipotesis, u es armoénica, lo cual implica que v existe y por lo tanto f es
holomorfa.
q.e.d.

Ejemplo Sea u = y* — 322y, probemos primero que esta funcién es arménica

0*u 0*u
—=—0 — =6
52 v gz =
Determinemos v,
ou 6
— = —0x
ax y )
usando Cauchy-Riemann
ou  Ov

- T - 2
9~ Oy 6zy = v(x,y) 3zy” + o(x) ,

con ¢(x) arbitraria. Ahora bien,

v cr. Ou

OV CF _ a2 2_ a2 /
o 9y 3y + 3x 3y° + ¢'(x)

lo que implica una ecuacién para ¢(z),
¢ (z) =32 = ¢(x) =2+ C .
De lo anterior determinamos v(x,y) = —3zy? + 2* + C, por lo tanto, f es holomorfa:

f(z) =9 =32y +i(z® - 30y*) + C =iz’ + ¢ .

Ejemplo Consideremos f(z) = z* = x — iy = u + i luego u(z,y) = = y v(z,y) = —y, si
evaluamos sus derivadas

ou v

— =1 ) — =1 )

ox dy
claramente no satisface Cauchy-Riemann luego no existe f’.
Ejemplo Consideremos f(z) = 2% = 2% — y? + 2ixy = u + iv luego u(z,y) = 22 — 3% y
v(x,y) = 2xy, si evaluamos sus derivadas

ou ov
A =2
ox Lo ox Y
ov ou
=2 =2
ay x? 8y y?

por lo tanto, f'(x) existe. Evaluémosla

ou Ov OJv Ou

— —1— =2+ 12y =2z .

f<2)2£+16_x:8y dy
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Ejemplo Sea f(z) = 2" paran = 1,2, 3, ... evaluemos su derivada
A - " h)"th + O(h?) ,_
G -Gariyros e (e
es decir,
fl(z)= (") =nz""1. (5.10)

Cualquier polinomio o funcién racional es derivable

PPN
e’ = -4+ =+ = ,
I G
(62),214—3—1—2—4—2—4— =e*
o2t 3 '
La derivada de las funciones trigonométricas
(sen z)' = cos z ,
' (5.12)
(cosz) = —senz .
Si definimos las funciones hiperbédlicas mediante las series
2 4
coshzzl—i—a—i—%—i—... ,
L (5.13)
senhzzi—i—z——i—... :
1 3!
Su relacién con las funciones trigonométricas
coshiz = cos z — cosiz = cosh z (5.14)
senhiz = isen z — seniz = isenh z . '
La derivada de las funciones hiperbdlicas,
(senh z)" = cosh z , (5.15)
(coshz) = senh z . '
La derivada de la funcién logaritmo,
1
(Inz) = - . (5.16)
z
La transformacion de Joukowsky,
1 1
== - 5.17
=3 (1) (5.17)

su derivada

s =5 (1-%) - .18

22

La derivada es distinta de cero en todos los puntos salvo en z = +1.
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Proposicién 5.1 Si ¢’ = ¢/ entonces p(z) = 1(z) + cte.

0
Demostraciéon Consideremos f = ¢ — ¢ = u + v su derivada f’ = 0 luego a—u =0= a—u
Zz Y
Por lo tanto, u(x,y) = cte = ¢; y v(z,y) = cte = ¢ implica u + v = cte lo que finalmente
significa que ¢(2) = ¥ (z) + cte.
q.e.d.

5.3. Interpretacion hidrodinamica de las identidades de
Cauchy-Riemann.
Premisa: Sea f(z) = u + iv holomorfa implica f*(z) = u — iv.

Definicién 5.9 EI campo de velocidades asociado a f(z) es via su funcién conjugada

re—i= ()= (") 519

El campo es solenoidal e irrotacional

dr Oy Or Oy ’ (5.20)

Teorema 5.2 Si f = u + v tiene primitiva F' = U + ¢V en cierta regién del plano entonces

cada linea de flujo satisface
V(z,y) = cte. (5.21)

Demostracion Consideremos el movimiento de una particula durante un intervalo At con
. . u
velocidad ¢ = ( )

(o + ult, yo — vAL) + O(At?)

/
(370>y0)
tenemos oV oV
/ _ 7 Y — — .
F(z)—ay—i-zax flz,y) =u+iv,
luego
ov o _
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Ahora bien,

a—vuAt + —(—v)At = vulAt — uwwAt =0,

AV =V (xg + ult, yo — vAt) — V(xo, yo) ~ 2 9

lo cual implica que V' = cte en la linea de flujo.

1
Ejemplo Sea f(z) = 2 luego

1 z* T .y
Z) = — = = — — 71—
1(z) z  z-zt 2 72
Para ¢ elegimos
T Cos Y sen ¢
4@ =—3= ’ Q2= 5 =
r T r r

La primitiva de f(z) =
Flz)=Inz=In|z|+1ip,

luego
Im F(z) = cte. = ¢ = cte.

A
Im

¢ = cte.

Re

Y

Figura 5.2: ImagF(z) = ¢ = cte.

Ejemplo Sea f(z) = 3 luego
2

7 Y T
Z)=—= 2 +i—
1(2) z 2 72
Para ¢ elegimos
Yy sen T cos
G =—>5= ) G2 = —— = —
T T r

q.e.d.
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La primitiva de f(z) = L
z
F(z)=ilnz=1iln|z|—¢,

luego
Im F(z) = cte. = Inr = cte. = r = cte.

Im

r=cte.

1IN Ve
N

Figura 5.3: ImagF(z) = Inr = cte.

5.4. Familias ortogonales.
Sea f(z) holomorfa en una region,
f(@y) = ulz,y) +iv(z,y) .
Consideremos las familias de curvas
u(z,y) =a, v(r,y) =0, conayfeR

Variando « y 3 se obtienen las distintas familias.

Proposicion 5.2 Estas familias de curvas son ortogonales, es decir, cada miembro de una
familia es ortogonal a cada miembro de la otra familia en el punto de interseccion.

Demostracién

Consideremos u(z,y) = a1 y v(z,y) = [ arbitrarias. Tenemos que du = 0 = dv, luego la
pendiente de la curva u(z,y) = a; definida como p,, la podemos evaluar a partir de

oxr  Oydr de o Par
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u(xy)= a1
voxy)= Pa u(xy)= %
v(xy)= B2 u(x,y)= 93
v(xy)= B3

Re

Figura 5.4: Familias de curvas ortogonales.

Anélogamente la pendiente de la curva v(x,y) = 4 definida por pg,
v (%dy_o dy_—%

oz Oy dx dx g—z P

Luego multiplicando ambas y usando Cauchy-Riemann

ou v du dv

_ Oz dr _ Oyodx

Par "PB1 = Quov — _0vou 1
oy Oy oz Oy

Las curvas son ortogonales en los puntos de interseccion.

q.e.d.



Capitulo 6

Integracion.

versién final 1.1, 26 de Mayo del 2003

6.1. Definiciones

Sea ¢(t) = p1(t) + ips(t) una funcién continua de la variable real t, con t; <t < s,y

Y1, P2 € R.
to to to
/ o(t) dt = / @1 (t) dt +i/ wo(t) dt .
t1 t1 t1

Definicién 6.2 Curva I' orientada, seccionalmente lisa

Definicién 6.1

2= o(t) = {x I ;o <t<tyy (£)?+ (gy)* > 0.
y = pa(t)

Si ) (t), ¥h(t) son continuas en el intervalo t; <t <ty la curva es lisa en tal intervalo.

Una curva seccionalmente lisa es aquella que admite “saltos finitos” una cantidad finita
de veces, discontinuidades de la funcion ¢(t).

Orientacion:

seccion lisa

Figura 6.1: Curva seccionalmente lisa y orientada.

93
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Se admite cambio de parametro t = x(¢) > 0 con x'(t) > 0:

el intervalo t; <t < t5 corresponde al intervalo 71 < 7 < 7 tal que t; = x(71) y t2 = x(72).

Ejemplo Representacién paramétrica de la curva

Alm
orientada I', un cuadrado, z = ¢(t)
i
r
(—1+t)—i 0<t<2
. Re 1+i(t—3) 2<t<
—_ Z =
* (5—1t)+i 4<t<6
—1+i(7—1) 6<t<8
- Para cambiar la orientacién hacemos ¢t — —t.

Figura 6.2: Curva parametrizada.

Ejemplo Representacion paramétrica de la curva orientada I', una circunferencia, mediante

la funcién z = (t)

Alm _ ‘
z=cosT+isenT =¢e'" |

r con — < 7 < 7. Aqui la curva esta recorrida en el

Re sentido contrario a las agujas del reloj, tal sentido
lo consideraremos como el positivo.

Figura 6.3: Otra curva parametrizada.

Definicién 6.3 Curva cerrada sin puntos dobles es una curva parametrizada por ¢(t) tal
que sity #t, = ¢(t\) # ¢(t,), salvo en el lugar de la partida y de la llegada.

Las curvas I' se encuentran incrustadas en regiones. Estas pueden ser dominios abiertos.

Definicién 6.4 Dominio simplemente conexo. Es un dominio abierto tal que toda curva
cerrada en él encierra solo puntos del dominio.
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(e (O

Curva con puntos dobles. Curvas sin puntos dobles.

Figura 6.4: Curva con y sin puntos dobles.

Una forma equivalente de definir un dominio simplemente conexo es decir que toda curva
cerrada se puede contraer de manera continua a un punto del dominio.

Ejemplo Consideremos la regién | z| < 2. Claramente es un dominio simplemente conexo,
la curva que dibujamos puede contraerse de manera continua a un punto del dominio.

D
(@&

Figura 6.5: Dominio simplemente conexo.

Pero no todos los dominios tendran esta propiedad. Podemos construir dominios que
no sean simplemente conexos, veamos el siguiente ejemplo en que claramente la curva que
dibujaremos sobre la region no puede contraerse a un punto del dominio.

Ejemplo Consideremos el dominio definido por : 0.95 < | z| < 2. Claramente este no es un
dominio simplemente conexo.

Tan)

_2%%&

Figura 6.6: Dominio no simplemente conexo.
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Los dominios simplemente conexos no tienen “lagunas”. Por otro lado tenemos los domi-
nios multiplemente conexos como por ejemplo el de la figura 6.7.

ED -
=2

Figura 6.7: Dominio multiplemente conexo.

6.2. Interior de una curva cerrada sin puntos dobles.

a) Interior definido y descrito por tres desigualdades lineales.

a"x+B'y<y " + By<y
—

ax+pBy>y’

Figura 6.8: Interior de curva I.

b) Interior descrito por cinco desigualdades lineales.

///'://///'

Figura 6.9: Interior de curva II.
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c¢) Interior definido por aproximacién poligonal.

ol

Figura 6.10: Interior de curva III.

Una curva cerrada sin puntos dobles tiene un interior bien definido.

Definicién 6.5 Curva de Jordan es una curva lisa y cerrada, sin puntos dobles, puede o no
puede tener longitud finita.

Teorema 6.1 Teorema de Jordan. (Sin dem.)

Toda curva I' de Jordan, y por lo tanto, todo contorno cerrado, separa el plano en dos do-
minios los cuales tienen a los puntos I' como tinicos puntos de bordes. Uno de estos dominios,
llamado interior de I', es acotado y el otro, llamado el exterior de I', es no acotado.

6.3. Recorrido del contorno de un dominio.

Curva orientada: en cada lugar de la curva el conjunto de vectores tangenciales esta su-
bordinado en una clase positiva y una clase negativa. Definida la clase positiva la curva
esta orientada.

Situaciones:

1. Considere el triangulo de la figura

Los dos vectores que definen los dos lados del tridngulo de la figura 6.11, son @ = (a4, as)
y b= (b1, be). Si evaluamos el drea orientada A del tridngulo:

-

|(|axb) 1

1 Q2

a
by by

2 2

a1by — aghy

2

Si esta area resulta positiva se dice que el contorno recorrido en el sentido de @, b tienen
orientacion positiva. Los vectores a, b definen un recorrido del contorno:

Recorrido positivo si det(a, b)

> 0,
Recorrido negativo si det(d,b) < 0.
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Figura 6.12: Curva cerrada.

2. Considerar una curva cerrada sin puntos dobles (fig. 6.12), x = x(t) e y = y(t).
Si
x

y v

, 1
Area incluida = 3 j{

B {> 0 recorrido positivo

< 0 recorrido negativo

3. Si consideramos el poligono

Es el mismo caso que la situacion 2.

Ejemplo Consideremos la curva z = e con —7 <t < 7, el 4rea es:

Tlcost —sent

, 1
Area incluida = =
- sent cost

5 | dt =m>0,

luego la curva cerrada () tiene recorrido positivo.
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Figura 6.13: Poligono.

)

Notemos el cambio de orientacién al sustituir t — —t¢, se tiene z = e con 7 <t < —7

, 1 [T —
Area incluida = —/ cost sent dt = —m <0,

2 J_.|—sent —cost

en este caso la curva cerrada () tiene orientacion negativa.

También podemos cambiar la orientacion al recorrerla al revés,

cost sent

sent cost dt=-m<0.

, 1 [~
Area incluida = = /
2/,

6.4. Integrales de linea en el plano complejo.
Sea f continua definida en cierta regién

Definicién 6.6 La integral de linea de la funcion f entre los puntos a y b a través de la
curva I', fig. 6.14, queda definida por

[ 1) de = tim 3 16 2,

donde A — 0 significa que subdividimos cada vez mas fino el camino.

Definicién 6.7 La integral de linea de la funcion f entre los puntos a y b a través de la
curva I' parametrizada por la funcién (t), queda definida por

y'ﬂz) 0z = / " Flot)e/(t) dt = / " Floa(t) + ia(t)( (1) + igh(t)) dt



100 CAPITULO 6. INTEGRACION.

Y %

Figura 6.14: Camino I" en el plano complejo.

donde ¢'(t ) = dy(t)/dt. Esta definicién es invariante a un cambio de pardmetro, en efecto

sea t = x(7)
If s2)d: - / Fe(x () () (7) dr = /T:2f(¢(7))w’(7)d7,

donde hemos definido (1) = p(x(7)).

1

donde L es la longitud de la curva y Maxr | f | es el maximo del médulo de la funcién sobre
la curva I'.

Proposicion 6.1

Demostracién
‘ J]’f ‘ =1lim | Y f(G)A% | <Hm D [ f(G)A% |
< lim Z Az, Méxr | f |
< LMéxr| f] .
q.e.d.
Ejemplo

La curva ' puede ser parametrizada por z = ¢ con 0 < t < 7. Integremos f(z) = z
sobre I'. Como z = €' entonces 22 = €2 y dz = ie'dt.

T T .. 1 ., 0" 1 . 1 2

2 2it » it . 3it . 3it 3im 0
dz = dt = dt =1i|— = (= —(—1-1)= -2 .
VZ ¥4 /; e e Z/O e Z|:3Z_€ :|0 3(6 6) 3( ) 3
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A

—

—

-1 +1

Figura 6.15: Camino I'.

Figura 6.16: Camino cerrado I

Ejemplo La curva ' (fig. 6.16), puede ser parametrizada por z = ¢ con —7 < t < 7.
Integremos f(z) = 1/z sobre I'. Notemos que D no es un dominio de conexién simple para
1/z. Como z = €™ entonces 1/z = e~ y dz = ie'dt.

1 EE i 1
?— dz = / e ieldt = z/ dt = 2mi = 2mwi X coef. de — .
z o o z

Ejemplo Consideremos la curva I' (fig. 6.17), cuya representaciéon paramétrica es z = a + e

con —m <t<m.
. dz ‘ 1
Como z = ¢(t) = a + e entonces i ¢'(t) = ie. Integremos la funcién f(z) =
z—a

sobre esta curva I':
d T jettdt 1
]{ S / ‘e = 27t = 2wt X coef. de
| z2—a|=p=1

z—a ESCL zZ—a

Notemos que este resultado vale para toda curva I', circulo, centrada en a no importando el
radio p. Si consideramos como I" el circulo de radio py la integral queda

% dz /7r ipoettdt /7r ielldt o
= - = - = 4Tl .
|z—a|=py # — @ -7 poelt -7 e’
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Alm

Figura 6.17: Camino cerrado I'.

Proposicién 6.2 Sea f holomorfa en cierto dominio simplemente conexo. Sea F' la pri-
mitiva, entonces la integral

b
yf f(z)dz=F(b) — F(a) , (6.2)
es independiente del camino I'.

Demostracién

| sty o= [T I pa)) = o) - Fiot) = FO) - Flo)

1

Consecuencia: En tales circunstancias se tiene ¢ f = 0.

Ejemplo Integremos f(z) = z? en el camino cerrado, fig. 6.16. La curva I puede ser para-
metrizada por z = e“, con —m <t <.

LN L. 1 .17 1 . . 1
]{,22 dz = / e*ietdt = z/ ldt =i | —e¥| = (M —e ) = (-1-—-1)=0.
r x ” 31 . 3 3

Usando la primitiva



6.4. INTEGRALES DE LINEA EN EL PLANO COMPLEJO. 103

Teorema 6.2 Teorema de Cauchy. (Sin dem.)
Sea f holomorfa en un dominio de conexién simple D y I' una curva cerrada dentro de

D, entonces
fsz- (6.3)
r

b b
y: f(z)dz:z (u+1v) (i—?—l—z%) dt |

donde u = u(z(t),y(t)) y v(x(t),y(t)). La invariancia frente a un cambio de pardmetro permite
simplificar el dt.

Notemos que

%b f(z)dz = Zb(ud:c —vdy) + z’%b(udy +vdx)

donde las condiciones de integrabilidad son:

ou B ov ou v

dr  dy’ 9y Oz

Premisas:
1. Conexion simple.
2. Condicion de integrabilidad.
3. Continuidad de las derivadas parciales.

Todo lo anterior implica independencia del camino.

Proposicién 6.3 Si f es continua en D (de conexién simple) y si la integral

/ CHde = F()

es independiente del camino, entonces existe I’ = f.

Demostracion

zo+h 20 zo+h zo+h
F(ayth)—F(z) = / £(0)de— / £(0)d¢ = / F(O)dC = hf (zo)+ / R(C)dC dC |

a 20

con R(¢) = f(¢) — f(20). Acotemos el dltimo término de la derecha

zo+h
‘/ R(()d§‘§h~Méx|R| .
20

Luego
F(zo+ h) — F(2)
h

= f(z0) +17,
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donde 7

fzz()o+h R(C> dC ‘ h—0
n= : <Max|R|—0,

por lo tanto n — 0 si h — 0.

6.5. Evaluacién de integrales impropias reales.

Damos por conocida la integral

c\
8
)
SIql\J
QA
8
Il
oI
>
N

Se buscan las integrales de cos(z?) y sen(z?):

A
) b+ib
ib+

| b

Figura 6.18: Camino cerrado I

Evaluaremos

b+ib
y exp(—2%) dz ,
0

2 b 2 b m
/ez dz :/ e dr 5 Y- (6.5)
1 0 2
[ =[] (6.6)
o Jro Jin

Afirmamos que la integral sobre la curva III es despreciable. Demostracion: sea z = b + it
con 0 <t <bydz/dt =i luego

b b
/ e dz = z/ exp(—(b+it)*) dt = z/ el Ve bt gy
17 0 0

sobre diferentes caminos.
Notemos que

Ademas,
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notemos que 2 < bt = e** < e, se tiene

b
/ez2 dz §/
II 0

Consideremos ahora la curva III, la parametrizacién z = (1 +i)7 con 0 < 7 < by

2 32
6t€b

dz

i 1+ i, ademds notemos que (1 +14)2 = 2i, tal que e™** = e 27" . Luego

b b b
/ e dz = (1+4) / (cos 27°—isen 27°%) dr = / (cos 272 +sen 277) d7+i / (cos 27%—sen 27%) dr .
1 0 0 0

(6.8)

Luego en el limite b — oo y usando (6.5), (6.6), (6.7), (6.8) tenemos que

b b
/ e dz = / (cos 272 + sen 27%) dT + 2/ (cos 272 — sen 27%) d = vr : (6.9)
T 0 0 2
el resultado es real, luego la parte imaginaria se anula por lo tanto
/ cos 272 dT = / sen 27 d7 . (6.10)
0 0

usando (6.9) y (6.10) tenemos

2/ cos 272 dr = \/7% , (6.11)
0

2
haciendo el cambio de variable 272 = 22 tal que 47dT = 2zdx de manera tal que dr = de

y reemplazando en (6.11)
2 [ 1
£/ cosx? dr = —/T ,
2/, 4

finalmente

o 1
/ cosz?dr = =y /= (6.12)
; 2\ 2

conocida como la Integral de Fresnel.

6.6. Formula integral de Cauchy.

Proposiciéon 6.4 Sea I' una curva cerrada sin puntos dobles y de orientacion positiva, in-
crustada en un dominio D de conexion simple, en el cual f es holomorfa, y sea a un punto
de D, entonces

fa) = L 1@ g, (6.13)

21 Jr 2z —a
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Lo anterior muestra que el valor de una funcién que es holomorfa en una region esta deter-
minado en toda la regiéon por el valor que toma en los bordes.

Demostracion La integral es

f2) f(z
Fz—a Fz—ad +j£ z—a

Figura 6.19: Camino I'.

El dominio es de conexién simple, luego

7€+/+/A:0, (6.14)

la segunda integral se anula resultando

f--f-f

e wz) f(a

rz—a Az—a z—a

= f(a)Qm' + A fTa()dZ

Tenemos de esta manera

Acotemos la segunda integral:

‘ PR IR CES (]
2 - |

al |z —a|

Z—CL

siendo |z — a| = pse tiene Ly = 27p. Ademads, tomando p suficientemente pequenio podemos

hacer | f(z) — f(a)| < - donde € > 0 tan pequeno como se quiera luego

dz <27rp—:5.

2mp
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Luego

() 4, — Fa)2mi (6.16)

TR—a

q.e.d.

Tenemos pues:

f(z) = Lj{ UG, d¢ | z punto interior de I

oM Jp € — 2

Existen f”, "', ...
n!
FO(z) = 2 7§ % de (6.17)

si derivamos

Teorema 6.3 (de Morera)
Sea f funcién continua en un dominio D de conexién simple. Si para todo camino cerrado

arbitrario I', en D vale
G =0.
r

entonces f es holomorfa en D.

Demostracién

/Zf:F(z):>F'(z):f:>F”:f',...

la primera igualdad es debido a la independencia del camino y el implica es debido a la
proposicién que dice que existe [ = f. Todo lo anterior implica f holomorfa.
q.e.d.
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Capitulo 7

Series de Potencias.

versién final 1.3, 2 de Junio del 2003

7.1. Series y radio de convergencia.

Consideramos la serie infinita de potencias como el limite de las sumas parciales

Za,,z—zo = lim Za,,z—zo ) (7.1)

donde z; es el centro de expansion.

Ejemplos:
1.  Una serie divergente
Z(Vz)”
v=0
2. La serie geométrica
5 . 1=zt 1 z .
142424+ ...+2" = = — z" .

1—-=2 l—2 1-=z2
Si|z] <1 el segundo término tiende a cero cuando n — oo

3. La definicién de la funciéon exponencial

Converge para todo z.

4. Otra serie divergente

jamas converge.

109
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Teorema 7.1 Sea Z;O:o a,(z)” una serie que converge en ciertos puntos z # 0, pero que
diverge en otros. Existe entonces un r > 0 tal que para | z | < r la serie converge absolutamente
y para | z| > r la serie diverge.

Demostraciéon Usando el criterio de la raiz, la convergencia absoluta estd garantizada si

Y] anz"| <k <1, desde cierto n en adelante, esto dice:

2| an| <k, — |z|T}iH;O\"/|an|<1,

luego

convergencia garantizada.
La divergencia se tiene si

|z V]an| > k>1),

de cierto n en adelante, luego

n—oo

1
lim {/|a,z"|>1, = |z|->1, = |z|>r.
r

La divergencia estd garantizada.
q.e.d.

Sobre el borde se debe realizar un anélisis caso a caso. Veamos algunos ejemplos en relacion
con esto:

Ejemplos:

oo
1. E 2", no converge para | z | = 1.

v=0
— ¥ . . ) .
2. Z—, el radio de convergencia es 7 = lim /n = 1, sobre el radio
v n—00
v=0
1 1 1
z=1": +1+§+§+Z+... diverge
1 1+1 1+1 + log 2
z=-1.: - ———4+-—+...=lo converge
2 31 & &
3. 22—2, el radio de convergencia es r = lim Vn? = 1 converge para todo |z | =1,
1% n— o0
v=0
i1—1+1+1+1+ o
v 49 16 7 6

v=0
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v 1
Esta serie funciona como mayorante convergente, ya que — | £ — para todo | z| < 1.
v

00 v x v
z L z
Por lo tanto, si Z — | converge sobre el borde implica que Z — converge absolu-
v v
v=0 v=0
tamente sobre el borde.
Consideremos la sucesién sen™ x paran =1,2,3,... con 0 <z < 7.
1 T T T T T
L n=1 i
0 i
0 2 n

Figura 7.1: Sucesion sen™ z.

Existe
1 six =
lim sen"z =

n—oo

SIS

0 i -
sl x 5

No existe convergencia uniforme. Es decir, la convergencia es no uniforme.

Counsideremos

i fu(2) = f(2) para todo z € D. (7.2)

La convergencia nos dice que dado un € tan pequeno como se quiera existe un N tal que

n—+p

> h(2)

para todo n > N(z) y para todo p > 0. La convergencia es uniforme si N(z) es independiente
de z.

<e,

Proposicién 7.1 Un criterio (o condicién) suficiente para la convergencia uniforme: basta
la existencia de una mayorante convergente. Si en D cada f(z) cumple con | f,(z) | < ¢,, con
¢, > 0 constantes, y si », ¢, converge entonces » . f,(z) converge uniformemente en D.
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Demostracién

| Bn(2) | =

> h(2)

para todo n suficientemente grande.

oo o0
< AE)<D> a<e,
v=n rv=n

r = radio de convergencia

p = radio de convergencia
uniforme

Figura 7.2: Radios de convergencia.

Teorema 7.2 Toda serie de potencia converge uniformemente en un circulo concéntrico a
su circulo de convergencia, pero con un radio menor.

[e.9]

Demostracion E a,z” tenga radio de convergencia r. Sea 0 < p < r, para |z | < p se
. v=0
tiene

[e.@] o0

E a,zy | < E la, |p” < e,

rv=n vr=n

. . . . [o'e) v
para n suficientemente grande. Notemos que ¢ es independiente de z. La serie > >~ |a, |p
corresponde a la mayorante convergente.

q.e.d.

7.2. Propiedades.

Sean f, holomorfas en D (abierto). Sea > f, = f uniformemente convergente en todo
subdominio cerrado de D, entonces:

Proposiciéon 7.2 La funcién f es continua.
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Demostracién

[F(2) = f(20) | = | D] F(2) = ) fulz0)

< IS0 = fuleo) |+ |30 5 |+ | S ol | <=

Si cada uno de los términos lo acotamos por €/3, tomamos un n suficientemente grande y
hacemos z — zg.
q.e.d.

Proposiciéon 7.3 Afirmamos que

/Ff—/rgofy—g/rfy. (7.3)

Demostracién

/FfZ/Féfyz/rgfwr/réfw

/Ff—/FjZ:fV:/Fifu,

podemos intercambiar la suma finita con la integral

Lf—iﬁé/rfuzﬁify.

Tomando modulo a ambos lados

‘Af—g/rfu=|£gfy

donde L es el largo del camino y cuando n es suficientemente grande el maximo puede ser

reemplazado por €.
n—1
f_ /fu
=%

tomando el limite n tendiendo a infinito

/Ff—g/rfy

luego

S LMé;Xifl/ )

< Le,

lim =0.

n—oo
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Proposicién 7.4 La funcién f es holomorfay f' = (3. f,) = f..

Demostracion Sea I' una curva cerrada con su interior en D.

éfzfgfyzgffyzo,

por lo tanto, por el teorema de Morera f es holomorfa. Ademas,

Pl = g D L f R g

2mi —2)2 ° 2mi (€ — 20)?

La sumatoria converge uniformemente sobre la curva, luego

f'(20) :gﬁé%dﬁzz_;ﬂ@of

_ ZO)
q.e.d.
Consideremos -
flz) =) a2, (7.4)
v=0

con radio de convergencia r. la funcién f es holomorfa y continua en |z | < r, su derivada

f'(z) = (Z aﬂ”) = auz. (7.5)

v=0

Afirmamos que el radio de convergencia ' de f’ es igual a r.

Demostracién

i) " > r porque se ha visto que la convergencia de ), ,, f,(2) implica la convergencia de

> zep Fu(2)-

i) 7 <r porque los coeficientes | va, | son més grandes que los coeficientes a,. Recordemos
que p =1lim, o, 1/ | a, |

q.e.d.

[e.9]

Consideremos la serie E a,z” con radio de convergencia r, esta serie representara a una

funcién holomorfa f(z) dentro del circulo de convergencia. La derivacién término a término
es licita y el radio de convergencia sigue igual. Se tiene:

f'(z) = Z va, 271,

v=1
o)

f(p)(z) — Zy(y —H(wv—-2)---(v—p+1a, """,

vV=p
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haciendo el cambio de indice de suma p = v — p luego v = p + p tenemos

P =Y (n+p)p+p—1(p+p—2)- (u+1)au+p2“ﬁ7

pu=0

compactando

F0)(2) = p i <” ;p ) Ui 2 (7.6)

u=0

Esta serie conserva el mismo radio de convergencia que la original. En el caso particular z = 0
tenemos

F™(0) = nla, ,

despejando el coeficiente a,, tenemos

an:l (n)(0>:%%5 &dﬁ.

n+1
n! |=p<r 5
Podemos a partir de esta ecuacion acotar el médulo del coeficiente a,,

1 ME/LX‘§|:p|f|

‘a" ’ < %27Tp pn+1 ’
finalmente
M
lay | < Mp) (7.7)
pTL

donde M (p) = Méx|.|=, | f |- Estarelacién, (7.7), es conocida como la Desigualdad de Cauchy.
Hemos observado propiedades de las series, cuyos términos son funciones holomorfas, para
representar funciones holomorfas.

Sea ahora f(z) holomorfa en la vecindad de zy =0, | z| < rg. Consideremos

«f‘nll\z
MI»—A
ml 8

Esta serie converge en | z | < | £]. Luego

o
ZV
o Z grl
v=0
converge uniformemente en | z | < ¢ < |£ |, usando uno de los teoremas anteriores. Por Cauchy

v=0
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lo que podemos reescribir como

=3 0 (7.8)

Lo que corresponde al desarrollo de Maclaurin de f(z). A continuacién formalizaremos un
poco mas todo esto mediante el siguiente teorema.

Teorema 7.3 Si la funcién f(z) es holomorfa en una vecindad de 2, entonces
00 fy 5 )
=S5y o
v=0

Basta poner (£ —zp) — (2 — 2¢) en los desarrollos anteriores. Con z; = 0 obtenemos Maclaurin.

Teorema 7.4 De identidacg o unicidad.

o0
Consideremos las series E a,(z — 2z9)” con radio de convergencia r; > 0y E bu(z— z0)"
v=0 v=0

con radio de convergencia r, > 0. Si sus sumas coinciden para todos sus puntos en una
vecindad de z = zy entonces son idénticas.

Demostracion Si z = zy entonces ag = by. Supongamos que hemos probado a; = b, para
k=0,...,m, entonces tenemos

Amt1 -+ am+2(z — Zo) + .= bm+1 + berQ(Z — Zo) + ...

Puesto que esta serie es continua podemos hacer z — 2y obteniendo a,, 1 = bypi1-
q.e.d.

1 “d
Ejemplo Sea f(z) = log z, como f'(z) = - =>logz = / f
< 1

centroen 1

Figura 7.3: Regién simplemente conexa Re(z) > 0.
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Expandamos en serie el inverso de z

integrando la ecuacién anterior

k%z:;%@&VQ§%¥::(%—U—%@—1P+%@—1f—+“.. (7.10)

Esta expansion es tnica. Notemos que no se incluye una constante de integracion tal que
log 1 = 0. Podemos evaluar en un punto sobre el borde

log2—=1— -4 L1, 1
0og2=1—-+-——4+-—+....
& 273 15

Cuando se conoce que f(z) es holomorfa en todos los puntos de un circulo I'y la conver-
gencia de la serie estd garantizada, no es necesario hacer una prueba para la convergencia.

El maximo radio de I'y es la distancia desde el centro zy de la expansion al punto singular
de f mas cercano a zy, ya que la funciéon debe ser holomorfa en todo el circulo. Ver figura
7.3.

Ejemplos:
eZ:1+Z% |z] < o0 (7.11)
v=1 ’
o ) ZQV—l
sen z = Z(—l)u m |Z‘ < 0 (712)
v=1
> 2v
cosz =1+ Z(—l)”(;j)| |z| < o0 (7.13)
v=1 ’
o0 z?u—l
senhz:zm |z] < o0 (7.14)
v=1
& 2,21/
coshz=1+» —— |z] < o0 (7.15)
; (2v)!

1 o
=> |z] <1 (7.16)

S 2] <1 (7.17)
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z
(z—=1)(z—3)
positivas y negativas de (z — 1) que converge a f(z) cuando 0 < |z — 1| < 2.

Ejercicio Representar la funcién f(z) = por medio de una serie de potencias

. B 1 = (z— 1)t
SOthlOn. f(Z) = —m — 3; W

7.3. Maximos, minimos y funciones armonicas.

Teorema 7.5 Una funcién holomorfa en zy no puede tener alli un méximo de su valor
absoluto salvo en el caso que f = cte.

Demostracién (1) En la vecindad de zy tenemos
f(2) =ao+ai(z — 20) + as(z — 20)* + ...,

con algun radio de convergencia r. Supongamos que por lo menos uno de los coeficientes
siguientes a ag es no nulo. Sea a,, con m > 1 el primero de estos coeficientes

f(2) = ag+ am(z — 20)™ + Qi1 (z — 20)™ T+ ...,
cona; =ag =...=a,_1=0. Sea
ap = Ae™™ | am = Be® | 2 — 2y = pe? |
con 0 < p < r. De este modo
f(2) = Ae® + Be®pme™ + a1 (2 — 20)™ T 4L
Busquemos una direccién donde crezca | f(z) |. Tomamos ¢ tal que 8 + my = «a, entonces

f(z) = (A+ Bp™e™ + ampr(z — 20)" ™+ ...,
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tomemos el médulo a ambos lados

[F(2)] > A+ Bp™ — [ | 5" —
> A4 p"[B = (|amsa | p+...)]

Tomamos p tan pequeno de modo que (| a1 |p+...) < X

£ > A+ P80 = (e |+ 22

Lo cual implica | f(2)| > | f(20) | para todo punto suficientemente cercano a z.
q.e.d.

Principio de modulo mdzrimo: El médulo maximo de una funcién holomorfa en una regién
cerrada, se encuentra siempre sobre la frontera de la region.

Demostracién (29?) Escribamos f(z) a partir de la férmula integral de Cauchy

b e
£(z0) '7{5_ZO| 3

271 L, &— 2

tomamos médulo a ambos lados

|f<zO>|=\L,j,|{g 1O | .

270 Jie s I=p &E— 2

(0
g O

Supongamos que | f(z9)| > | f(2)] en cierta vecindad de zy. Si un punto sobre el borde,
|z — 20| = pfuese | f(2)| < | f(20)| entonces en una parte del borde

If(20)|<if|f(£)\d€<%f|f(z(])|d£—|f(20)| ,

contradiccion.
q.e.d.

Consideremos ahora funciones arménicas, escribimos f(zo) = u(xo, yo) + (o, yo). Por
otra parte, de la féormula integral de Cauchy tenemos

_ 1 f€)
f(ZO) B 2_7” fi)ircunf. f — 20 d£ ‘

Parametricemos la circunferencia centrada en zy y de radio p por & = 2z, + pe, donde
—m < t <, la diferencial d¢ = ipe’dt, luego

20 + pet)ipe’ dt 4 ,
£(z0) / fz0tpe)ip L
" i 2m ) .

e’Lt
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Lo cual corresponde al promedio de f sobre la curva. Usemos ahora la expresion de f en
funcién de u y v

1

f(z0) = %/ [u(zo + pcost,yo + psent) + iv(xg + pcost,yo + psent)| dt .

—T
Comparando parte real y parte imaginaria tenemos

1 iy
u(o, yo) = %/ u(zg + peost,yo + psent) dt

1 iy
v(20,%0) = %/ v(xg + peost,yo + psent)dt .

. , ds
Si tomamos el arco como el parametro s = pt con dt = — tenemos
p

1 S=Tp

2mp Js——rp
lo cual es el promedio. Si u = cte sobre la circunferencia entonces u(xg, yo) = u.

En el centro zy = (xo, yo) las funciones u y v no pueden tomar méximos ni minimos salvo
en el caso que ellas sean constantes. Usemos u para el andlisis pero es claramente valido para
v. Por ser u armoénica satisface

0%u N 0%u 0 — Pu  u
ox?  Oy? Ox? oy?
Por lo tanto, la expresion
u  *u
- .2 <0,
ox? oy?> —

esto excluye maximos y minimos en el sentido estricto. S6lo podemos tener puntos de ensi-
lladura.

7.4. Numeros de Bernoulli.

Consideremos la funcién

z z 1

B L1 ? 22 1 2 22
-1+ +ﬁ+§+”. ﬂ‘f—ﬁ‘f—g"r‘"'

Es holomorfa en z = 0 luego permite un desarrollo en serie con centro en z = 0.

er —1

o0

Z o Bl BQ 2 o BV v
——1 =Bt g2t 52 +..._Zﬁz : (7.18)

v=0

Los B; son conocidos como los nimeros de Bernoulli. La ecuacién (7.18) corresponde a una
generalizacién a variable compleja de la ecuacién (1.137).
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Podemos encontrar las relaciones de recurrencia para los B; a partir de la identidad

L et B B z 22
:1=<Bo+—lz+—222+...):<1+—+—+...>

e?—1 =z 1! 2! 12!
:1+(1-l+&>z+...+(&-1+L-l+...+ ! )z”+
20 1! nl 11 (n—=1)"! 2! (n+1)!
Obtenemos
Bo Ly Ban Lo 1
nl 11 (n—1)"! 2! (n+1)!

Los nimeros de impares By, = 0 para n > 1 como ya probamos en la seccién 1.10, en esa
misma seccion listamos los primeros niimeros de Berrnoulli en la tabla 1.1 que reproducimos
a continuacion.

n B, B,

0 1 1.0000 00000
1 —% -0.5000 00000
2 é 0.1666 66667
3 — % -0.0333 33333
4 é 0.0238 09524
5 — % -0.0333 33333
6 % 0.0757 57576

Cuadro 7.1: Numeros de Bernoulli

Ejemplo Encuentre el desarrollo en serie de potencias positivas y negativas de cot z en torno

az=0. , , 0
cosz  eF4e " (e —1)+2
cot z = =1— — =1 57 ,
sen z e — e ¥ e’ — 1

luego multiplicando por z,

21 B 22B 2B
zcotz:iz—i—%:iz—|—1+B1(2iz)—|—2—!2(22'2)2—1—---:1— 2!222+ 4!424—1——
Dividiendo por z tenemos

1 > 22VB21/ 2v—1
cotz = o E_ )] z (7.19)

JExiste un desarrollo similar para tan z?
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Capitulo 8

Prolongacion Analitica.

versién final 1.3, 05 de Junio del 2003

8.1. Definiciones.
Definicién 8.1 EI conjunto T es un conjunto acotado si existe un p tal que |z| < pVz € T.

Definicién 8.2 El conjunto T es un conjunto no acotado si ¥ p > 0 habra z € T tal que
|z| > p.

Figura 8.1: Conjunto acotado.

Definicién 8.3 EI punto ¢ es punto limite del conjunto T si dado cualquier € > 0 tan
pequeno como se quiera, existe en cantidad infinita de z € T tal que |z — (| < e.

Figura 8.2: Punto limite.

El punto ¢ es punto limite del conjunto T" si cada vecindad de ( contiene puntos, distintos
de (, del conjunto.

123
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Definicién 8.4 El punto ¢ € T' es un punto aislado de T' si existe una vecindad en torno a
( que no contiene otros puntos de T'.

Definicién 8.5 El punto ( € T es un punto interior de 'l" si existe una vecindad en torno a
( cuyos puntos estén en T'. Los puntos interiores son siempre puntos limites.

Definicién 8.6 El punto ( es un punto exterior de T si ( y una vecindad en torno a { no
pertenecen a T'.

Definicién 8.7 EIl punto ( es un punto de la frontera de T' si en toda vecindad en torno a
¢ hay por lo menos un punto que pertenece a Ty por lo menos un punto que no pertenece
aT'. El punto ¢ puede o no pertenecer al conjunto T

Definicién 8.8 EI conjunto T es un conjunto cerrado si contiene a todos sus puntos limites.
Por ejemplo, | z| < 1.

Definicién 8.9 El conjuntol" es un conjunto abierto si z € 1" es punto interior. Por ejemplo,

0<|z| <L

8.2. Lema de Heine-Borel

Sea T un subconjunto del plano, acotado y cerrado. Si todo punto z € T estd recubierto
por al menos un circulo C, entonces basta una cantidad finita de circulos para recubrir todo
el conjunto T'.

Demostracion

Supongamos que se requiere una cantidad infinita

2 de circulos para recubrir 7.
/ Q, Encerrando a T en un cuadrado (01 subdividimos a
Q T + este cuadrado en cuatro partes de las cuales considera-
mos una llamada ). El subconjunto T" queda con una
k/ parte en cada cuadrado y por definicion la cerramos.
Puesto que se requiere una cantidad infinita de circulos
para cubrir T', también se requerird una cantidad infi-

nita para por lo menos una de las subdivisiones. Prose-
Figura 8.3: Lema de Heine-Borel I.  guimos construyendo una sucesién de cuadrados “en-

cajados”: @1, @2, Q3,...,Qn,...cada uno conteniendo
un subconjunto de T" que requiere de una cantidad infinita de circulos para su recubrimiento.
Esto no puede ser asi si T es cerrado.

Si el “encaje” de cuadrados se contrae a un punto, llamémoslo (. el punto ( € T es un
punto limite de T', (T es cerrado). Por lo tanto, ¢ estd recubierto por uno de los circulos en
cuestion, sea C; este circulo. Ahora bien, si p se elige tal que la diagonal de (), es menor
que la distancia de ¢ a la circunferencia, entonces todos los puntos dentro de ), ya estan
recubiertos por el circulo C¢ y sin embargo se supuso que una cantidad infinita de circulos se
necesita para recubrir estos puntos, contradiccién.

q.e.d.
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Figura 8.4: Lema de Heine-Borel II.

8.3. Teorema de identidad.

Si dos funciones f y g son holomorfas en un dominio abierto y conexo D, y si ellas
coinciden en una vecindad de un punto zy € D, o a lo largo de un segmento que termina
en zp, o en un numero infinito de puntos distintos con punto limite en zy, entonces las dos
funciones son iguales en todo D.

Demostracion

Ambas funciones pueden expandirse con
centro en zy. Por el teorema de identidad pa-
ra las series de potencia ambas expansiones
son idénticas, por lo tanto, f = g dentro del
circulo K.

Consideremos ahora un punto arbitrario
¢ € D debemos mostrar que también en ese
punto f(¢) = g(¢). Conectemos 2, con ¢ con
un camino contenido completamente en D.

Sea p > 0 la distancia minima del camino
al borde de D. Subdividamos el camino en circulo K;
segmentos cuyas longitudes sean menores que

p. Se definen asi los puntos z1,z2,..., 2., .. ..

Dibujemos los “circulos maximos” centrado circulo K,

en estos puntos. Es claro que los radios de

estos circulos son todos mayores o iguales a p. Figura 8.5: Teorema de identidad.

Por lo tanto, cada circulo contiene el centro del siguiente. Expandimos ahora f y g en estos
nuevos centros z,. En cada caso las series convergen dentro del circulo K,. Vimos que f =g
en Ky por lo tanto, f(z1) = g(z1) ya que z; € Ky, y también en una vecindad de z; lo que
implica que las expansiones con centro en z; son idénticas => f = g en 2, y en un vecindad
de z5. Luego de varias etapas similares concluimos que f = g en ( y en una vecindad de (.
El Lema de Heine-Borel garantiza que el recubrimiento se hace con una cantidad finita
de circulos.
q.e.d.
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8.4. Prolongacion analitica.

Idea: Sea el conjunto D = D; U D, tal que D; N Dy # (). Supongamos ademds, que estan
bien definidas las funciones f; en D y fo en Dy respectivamente.

Figura 8.6: Conjuntos Dy y Ds.

Premisa: fi(z) = fo(2) si z € Dy N D,. Se conocian dos representaciones parciales f; y fa
de la misma funcién f. (f; y fa son elementos de f.)
En casos de dominios de conexion simple la prolongacion es tnica.

fi=fa, en Dy U Ds.

f1 es la prolongacion analitica de f,, y viceversa.

Ejemplo Definamos f(z) = Z 2" en el dominio |z | < 1.

v=0

Figura 8.7: Zona de convergencia de 1/(1 — z).

En el circulo vale que Z 2V = = f(z). También en todo el plano salvo z = 1, la
v=0

funcién vale
—z
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Consideremos ahora

9(2) = 1;;0(1::2)

Su radio de convergencia |z —i| < |1 —i| = v/2.

4

Figura 8.8: Prolongacion analitica.

Dentro de la circunferencia superior (la verde)
1 1 1

Tloil-= 1oz

9(2)

Decimos entonces que g(z) es la prolongacién analitica de f(z) y viceversa.
Notemos que no es posible prolongar f analiticamente usando centros zy con 0 < xy < 1.

1 1 1 =/(z—x\"
1—z_(1—x0)—(z—x0)_1—x02(1—x0) ’

v=0

converge para |z —xo | < |1 —x¢| < 1. No se sale del circulo.
En caso —1 < gy < 0 tenemos

converge para |z — | o || < |1 —|xzo]|]. i.e. circulo centro en 2y < 0 y radio 1 < r < 2.
o0 o0

. 2" z—1)" : . .
Problema: Muestre que las series E o1 Y ﬁ, son las continuaciones analiticas
—1
v=0 v=0

de una respecto a la otra.

Ejemplo Consideremos las funciones

x> 2P

OOxV
Senr =T — 7+ — —+- e’“”:g —
v!
v=0

3! 5l
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; \ intervalo /;
/ \ Re

Figura 8.9: Prolongacion al plano complejo.

Prolongacion analitica al plano complejo

23 20

senz:z—g—i-a—%—---

o
z ZV
=D
V!

v=0

Ambas expresiones tinicas son tnicas.

Vimos en el ejemplo de la funcién 1/(1 — z) que sobre el borde del circulo |z| < 1 se
podian efectuar nuevos desarrollos en serie, en particular en zy = i. Habia un problema serio
en z = 1.

Teorema 8.1 En la periferia del circulo de convergencia hay por lo menos un problema serio

para el desarrollo de f en una serie de Taylor.

Demostraciéon Si asi no fuere, cada punto de la periferia estaria recubierto por un circulo
donde f existe como holomorfa.
Definiendo la zona de convergencia

|z — 2| <7, >,

podemos ver que hay una contradiccién ya que podriamos agrandar el radio de convergencia:

Figura 8.10: Agrandar el radio de convergencia.
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Ejemplo

tiene un obstaculo en z = 1.

Ejemplo

22 24
zcotz=1— aBgz + 4'B4,z +.
con radio de convergencia 7, en efecto z cot z = z cosz/sen z el denominador se anula y da
problemas en z = +7m, £27, +37, - - -

—én —2in —TT 0 1 2ﬁ én

Figura 8.11: Obstaculos para la funcién z cot z.

Consideremos la funcién

- 1
:Zz”: : para | z| < 1.
1—2z
v=0
Nuevo centro de desarrollo zy = —1. Hacemos el cambio de variable z4+1 = s La prolongacién

\\\\‘

%

/7

Figura 8.12: Desarrollos para la funcién 1/(1 — z).

\

\\\\\\
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130
que buscamos es
e EE Q) BB
v=0 pu=0

1
01—1+41—-1+1+—-

e <>—w+<> o]
o[ G G ]

)+ s (1=24+3—44— )4,

esto fracasé porque la funcién f(z) no converge en —1. Tratemos con otro centro zy

1) 1 1 .,
5 — —, prolongacién

1 = —_ _—— =
uego z (z~|—2 S 5

v=0 V=
00 00 U 1 v—pu
> [z( ) () ]
pu=0 V= H 2
1 1 1 1 1 1
=0 (14— 4 ... 192 432 4= 4 —...
5( Rl +5 S 3y gt TR
ahora si converge.
: 1 1
Busquemos ahora las derivadas de f(z) . en zp = —=
—z
|
M) = —
1
al evaluar en zg = —3
1 ) n+1
m(_Z)= (2 |
()= ()

1
luego los coeficientes b,, de la expansién de Taylor de f en zy = —3 son

n=0

Evaluemos el radio de convergencia.

n—oo n
V()
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8.5. Funcién ( de Riemann.

Los nimero primos: 2, 3, 5, 7, 11, 13,.... Los nimeros naturales los podemos escribir
como: n = 2%-3*.5%.7"..... En general, cada niimero natural tiene una expansién tnica
en nimero primos que podemos escribir

n = Iiodo p, D5 cone,>0ypr=2,pp=3, .... (8.1)
Consideremos la siguiente relacién
1 1 1 IV R 1 1) 1
i i 122(5) Z(g) Z(g) :Zg7
1-— 3 1-— 3 1-— = k=0 A=0 1=0 {.}

donde la notacién {...} significa que la suma corre sobre todos los n que sélo tienen los
factores primos 2, 3 y 5. Podemos pensar en el caso general, es decir:

1 o1
Miodop, —— = D — (8.2)
v 1 )
1_ = n

neN

2%
lamentablemente la serie de la derecha diverge, luego no podemos hacer la identificacion, tal
como esta planteada en (8.2).

Sea x > 1 el exponente en
o0

> =) (33)

esta serie converge. Graficamos esta serie en funcién de x

T T T T
6 - zetade Riemann {(z)
4 - -
1
1 1 1 1
1 4 6

Figura 8.13: Funcién ¢ de Riemann.

Definicién 8.10 Definimos la funcién llamada funcién zeta de Riemman z(x) para todo
x > 1 como

C(z) = Hiodo T = — (8.4)
1




132 CAPITULO 8. PROLONGACION ANALITICA.

. Permite ((z) una prolongacién analitica al plano complejo?

+1) 5 X

)

Figura 8.14: Prolongacién al plano complejo de la funcion (.

Tenemos que n* = €*1°8™ luego podemos definir la funcién zeta en el plano complejo como
sigue:

_ I zlogn 8.5
R 5
w2 mt
La funcién asi definida tiene los valores conocidos ((2) = r 6C4) = %"

Proposicién 8.1 La serie (8.5) converge uniformemente en Re[z] > ¢ > 1.

Demostracién
—zlogn —xlogn —iylogn —zlogn 1 1
[ezen | = |emmiEn [Jervien | = e | = — < —
n* — n¢
Pero >°°° L converge independientemente de z y de acuerdo a lo anterior es una mayorante

n=1 nc
convergente, luego > °° . L converge absolutamente y uniformemente en Re[z] > ¢ > 1.
q.e.d.

n=1 nz

Con esto se tiene que ((z) es holomorfa. ;Es posible atravesar la frontera, paralela al eje
imaginario y que pasa por 17

8.6. Lugares nulos y a-lugares.

Definicién 8.11 Un punto zy de una regién donde f(z) es holomorta, es llamado lugar nulo

de f(z) si f(z0) = 0.

Definicién 8.12 Tal punto zy de una regién donde f(z) es holomorfa, es llamado un a-lugar

de f(2) si f(z0) = a.

Definicién 8.13 El punto zy es un lugar nulo de multiplicidad m > 0 de f(z), si f(z) es
holomorfa en zy y admite el desarrollo

f(2) = am(z — 20)" + amy1(z — 20)" T+, con a,, # 0.
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Ejemplo La funcién ¢(z) tiene un lugar nulo de multiplicidad uno en 2, si acepta un desarrollo
g(z) =a(z —2p) +--- con a # 0.

Definicién 8.14 El punto z es un a-lugar de f(z) de multiplicidad m > 0 si g(z) = f(z) —a
tiene en zy un lugar nulo de multiplicidad m.

f(z):a—i-iay(z—zo)” : con a,, # 0.

Proposicién 8.2 Si f tiene en zy un a-lugar de multiplicidad m > 1, entonces f’ tiene en
2o un lugar nulo de multiplicidad m — 1.

Demostraciéon Como f tiene en 2y un a-lugar de multiplicidad m > 1 la podemos escribir
F(2) = @+ am(z — 20)™ + a5 — 20)™ 4o+
con a,, # 0. Derivamos esta ecuaciéon y obtenemos
F(2) = amm(z — 20)™ " + Gmpr(m+ 1) (z — 2)™ + -+,

claramente ma,, # 0 luego f’ tiene en zy un lugar nulo de multiplicidad m — 1.
q.e.d.

Teorema 8.2 Sea f(z) # cte., holomorfa en algiin dominio D. Entonces en un parte finita
y cerrada de D, la condicién f(z) = a se puede cumplir sélo en un conjunto finito de puntos.

Demostracién Supongamos que la funcién f(z) tiene infinitos a-lugares en z, distintos con
v=0,1,2,..., es decir, f(2,) = a. Existird en D un punto limite llamémoslo zy, por lo tanto,
por el teorema de identidad : Si dos funciones f y g son holomorfas en un dominio abierto
y conexo D, y si ellas coinciden en una vecindad de un punto zo € D, o a lo largo de un
segmento que termina en zg, o en un numero infinito de puntos distintos con punto limite en
20, entonces las dos funciones son iguales en todo D. En nuestro caso las dos funciones son
f v g=a=cte. luego f = cte, contradiccién. No hay un ntimero infinito de puntos en los
que la funcién f(z) tenga a-lugares en D.

q.e.d.

Teorema 8.3 Si f(z) es holomorfa en zj, existe una vecindad de zy donde f(z) # f(zo)

Yz # 2.

Demostracion Consecuencia del teorema anterior.
q.e.d.

Contraejemplo: (Aparente)
Consideremos la funcién

f(2) = sen

1—=z2
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en el intervalo real |0, 1]. Resolvamos el caso

1
=kr—=x,=1— —

sen
1—=x kr’

:07:>

1—2z

con k=1,2,3,.... La funciéon f tiene infinitos lugares nulos entre 0 y 1. Lo que pasa es que
el punto de acumulacién o punto limite es = 1 y en ese punto f(z) no es holomorfa.

8.7. Comportamiento en infinito.

Funciones definidas para | z| > 1 nos sugieren preguntarnos por su comportamiento en
infinito (z = 00).

1
Definicién 8.15 La funcion f(z) es holomorfa en z = oo si la funcién f <—> loesens=0.
s
d 1 et 1
()= () (=)
. 1 o 1
Ejemplo 1: Sea f(z) = ¢ constante. Luego f (—> = ¢ implica f’ <—) = 0. Evaluemos la
s s

1 1 1
i ’, —_— . — — f— 1 —_—— f—
yi% (S) ( 82) llg(l) 0 < 32) 0,

por lo tanto, f es holomorfa en z =00y f'(2) =0 en z = co.

Lo anterior implica que

debe existir en s = 0.

derivada cuando s — 0

1 1 1
Ejemplo 2: Sea f(z) = z lineal. Luego f (—) = — implica f’ (—) = 1. Evaluemos la
s s s

derivada cuando s — 0

1 1 1
, ! - — , . -
s (5) () =t (5) =

por lo tanto, f no es holomorfa en z = oo.

Ejemplo 3: Sea f(z) una funcién racional

amz™ + -+ a1z + ag

f(z) =

1
con las premisas que m < n, a,, # 0y b, # 0. Escribamos f (—)
s

bps™™ 4 -+ bis L +by by Ao+ bisnL 4 hysn

F <1) AmS ™4+ Fa1s TV +ag s+ -+ a8+ aps™
s
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Evaluemos el limite de la funcién f(z) cuando z va a infinito

a
am TR SR ll sim =n,
lim f(2) = lim 2" L L
zZ—00 Z— 00 bl bO . ’
b + -+ n—1+z_n 0 sim <mn,

1
en ambos casos tiende a una constante, luego f (—) es diferenciable en s = 0, lo que implica
s

que f(z) es holomorfa en z = 0.
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Capitulo 9

Funciones Multivaluadas.

versién final 1.1, 10 de Junio del 2003

9.1. Funcién +/z.

Consideremos la funciéon w = f(z) = 2*

f(2=22

y - -

FIN Y
| W

£

Figura 9.1: La funcién f(z) = 22

No hay una correspondencia biunivoca entre z y w. A cada punto (u,v) # 0 le correspon-
den dos puntos en el plano z.

Consideremos f(x) = y/x con x una variable real 0 < x < oo. Podemos expandir la
funcién en torno a z =1

f(x) 1 '

Figura 9.2: La funcién f(z) = /.

137
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Consideremos la prolongacion analitica al plano complejo:
o0 l o
= 2 — 1V =

=3 (G)e-vrtve

Tratemos de comprobar si se cumple la igualdad. Tenemos

oo

() - (Z (2)e- 1>“> (Z (2)e-r ) > [Z () (M)] (-1

14

Vno (n - v) (§> N (a Z ﬁ) : (9.1)

N2 ] 1, sin=20
v) \u n )
prtv=n 0, sin>1

luego

(f(z))2:1~(z—1)0+1-(z—1)1:z:7"e’¢ ,
con —7 < ¢ < +m. Si despejamos f(z) tenemos
flz)=x/re?? 6 r(=1)e¥” .
Ahora bien, la condicién f(1) =1 excluye la segunda posibilidad, quedando:

f(z) = /re? con —m < p < 4. (9.2)

Figura 9.3: Circulo de convergencia del desarrollo de 4/z.
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p

-1 +1 X

L

Figura 9.4: El eje real negativo para /z.

O
Y

Usando la definicién anterior de la raiz veamos lo que pasa al acercarnos el eje real negativo
desde el plano complejo

lm /—1+diy=1-€"%= lm /—1+iy=1-e"%=—;.

y—07F y—0~
La funcién f(z) = /z puede ser, al tomar z = re'?:
++v/re / 0 — /re¥! ,

una funcién asi es conocida como bivaluada o bivalente, y cada posibilidad es conocida como
ramas de /2.

Se acostumbra asignar a una rama el nombre de rama principal.

Notemos:
@
[T
(A
(\/0]) B
Figura 9.5: Funcién con linea de ramificacion.
Plano z Plano w

A = reth VA = /reif/?
realizando un circuito O en
torno al punto 0 se tiene

A= ,rei(91+27r) \*/Fei(91/2+27r/2):\*/7762'01/2(_1) _ _\/Z

No hemos obtenido el mismo valor para v/A en el plano w.
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Limitando el valor de # podemos hacer que la funcién sea univaluada o univalente. Esto se
hace definiendo una linea de ramificacion: Por ejemplo, si restringimos 0 < 6 < 27 estaremos
sobre una rama de la funcién multivaluada /z. Si definimos 27 < 6 < 47 estaremos sobre
la otra rama de /z. Este procedimiento equivale a establecer una linea de ramificacién la
cual no debe ser cruzada, linea de corte, linea roja en la figura. Notemos que la linea emerge
del punto z = 0. Este punto se define como punto de ramificacion. La linea de ramificacion
no es unica. El circuito debe circundar al punto de ramificacién si se quieren obtener valores
bivaluados, es equivalente a traspasar la linea de corte.

9.2. Superficies de Riemann.

La funcién 1/ tiene dos superficies de Riemann. Notemos que dando dos vueltas en torno
al origen volvemos al punto f(A):

ei(01/2+47r/2)\*/; _ \*/;ei(el/zﬁw) _ \*/7_461'91/2 _ \/Z )

Esto lo podemos visualizar mediante las dos superficies de Riemann: tomando dos superficies
cortamos cada una en la linea 0 — B, ver figura, luego unimos la parte superior de una con
la inferior de la otra.

ANy

715
NI

7

Figura 9.6: Después de dos vueltas se vuelve al mismo punto.

Superficies de Riemann

Figura 9.7: Las dos superficies de Riemann de /2.

Consideremos el producto

Vab=a- v,
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i Usando v/ se llega a v/ v/ 7 (Donde sus valores tienen parte real positiva). La respuesta
es NO, en efecto, por ejemplo

a=b=(1+2i)>=-3+4i=ab=(—3+4i)° =—-7—24i,
evaluemos las raices

Va=vVb=1+2i,
Vab =3 —4i ,
Va-Vb=(1+2i)?=—-3+4i.

9.3. Otros puntos de ramificacion.

Consideremos la funcién f(z) = v/z — a, tenemos

\/z—a:\"/ﬁeiem, siz—a=pe?.

z

[
e e
linea de ramificacion

X

Figura 9.8: Punto de ramificacion de y/z — a.

A—a=pe’ —= VA—a= \*/ﬁeie*“/2 ,
considerando un giro en 27
/A —a= \*/ﬁeiGA/Q—i-ﬂ — —\*/,Zewf‘/Q ]

Luego, a es un punto de ramificaciéon de orden 2. Es decir, dos superficies de Riemann.

.Es z = oo punto de ramificacion de /z — a ? Tomemos z — —
s

Vimamytasy Y e,

se ramifica en s = 0, por lo tanto, z = 0o es punto de ramificaciéon de /z — a.
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Counsideremos la funcién

f@)=V2+pzta=y(z—a)(z=b)=(z—a) V(z-b),

con a # b. Claramente a y b son puntos de ramificacién. Para saber si 2z = oo es punto de
ramificacién reemplazamos z — % y estudiamos lo que pasa en s = 0:

1 /1 1 1 1
f(g) = ;%—p;%—q:g\/1~|—ps+qs2:g\/s—a’\/s—b’.

Esta funcién no se ramifica en s = 0, s = 0 no es raiz del polinomio 1+ ps+ ¢s?, por lo tanto,
z = o0 no es punto de ramificacién.
1 1
z=—=-|lw+— 9.3
(o) (93
Resolviendo para w

Consideremos
Qwz=w’+1=w—2wr+1=0=>w=2+VL2+1=z2+V2+1Vz—1,

tiene puntos de ramificacion en z =1y z = —1.
y
L S X
-1 +1

Figura 9.9: Dos puntos de ramificacion.

Visto que z = oo no es punto de ramificacién las lineas de ramificacion no se extienden
hasta el infinito y por lo tanto deben necesariamente unirse, figura 9.9.

Las lineas de ramificacion pueden ser rectas o curvas, asi pues podriamos tomar en vez
de la recta de arriba, lo siguiente

Figura 9.10: Otra linea de ramificacién.

Podemos visualizar un corte desde 0 — oo usando la esfera de Riemann
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polo N

7y

corte X

Figura 9.11: Linea de ramificaciéon sobre la esfera de Riemann.

9.4. La funciéon Logaritmo.

Consideremos la funcién f(x) = log(z) con x > 0. A continuacién mostramos un grafico
de la funcién:

o 1 2 3 4 5

Figura 9.12: Funcién logaritmo sobre el eje real.

Al evaluar la derivada de la funcién

0= = T S LU

Integramos, imponiendo que log(1) = 0, lo cual anula cualquier constante de integracién

adicional
o

logz =Y y_+1)1 (z — 1)+, (9.4)

v=0

<

—~

El intervalo de convergencia del desarrollo (9.4) es 0 < z < 2.
Haciendo la prolongaciéon analitica al plano complejo tenemos

AN

(2_1)1/+1_Z11_(z_21) -|-<Z_31) — 4. (9.5)

(

~1)
v+1

f(z)=logz= Z
v=0
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Comprobemos la expansion

Y32
exp(f(z)) =e* =1+ =4+ =4 ...
2
1

Figura 9.13: Radio de convergencia para (9.5).

Si evaluamos la derivada del desarrollo en serie corresponde f'(z) = —.
z

Counsideremos

f@)=| —= (9.6)
1 ¢

con la prohibicién de cruzar el eje real negativo.
La integral es independiente del camino porque la prohibicién nos restringe a un dominio

simplemente conexo

O<t< ¢

Figura 9.14: Camino de integracién para (9.6).

z [ © it
Logz:/ %:/ d_a:+/ re z'ahf7
1 ¢ 1 o ret

’Logz:Logr+icp7—7r<g0<+7r‘ (9.7)

Por lo tanto

resolviendo obtenemos
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El punto z = 0 es un punto de ramificacién de orden infinito:
log z = Log z + 2kmi , con k=0,£1,£2,.... (9.8)

El simbolo log z es un simbolo multivaluado para el cual no se ha especificado la rama. Pero
ese simbolo satisface
logz=w <= z=¢". (9.9)

Siempre es cierto que log(ab) = log(a) + log(b). Pero en general no es cierto que se cumpla
que Log(ab) = Log(a) + Log(b). Por ejemplo, sea a = b = exp(3mi/4)

3 3 3
L L = —Ti+ —mi = =i
oga+ Logb 47rz—|—4m 5T
1

1
Log(ab) = Log exp <§m> = Logexp (——m’) = ——7 .
2 2 2
log(—1) = 0 +i(m + 2km) = (2k + 1)mi

9.5. La funciéon Arcotangente.

Consideremos la integral

f(z) /z dat <r<+
X)) = —_— con —o&o i xXO
0 1+t27 )

expandiendo en serie el denominador se tiene que
/ Y dt con -1 <t<4+ly—-1<z<+l1.

Integrando
1/ 21/—4—1

Vz: 21/—{—1

Prolongacion analitica al plano complejo

0 (_1)1/221/-1—1

La idea es

f(z) = /0 % (9.10)

La integral es independiente del camino si se prohibe cruzar las lineas Im(¢) > +1 y

Im(¢) < —1.
111 1)1 1 1
1+c2—2¢{<—¢ g+z}—2{1+z’g+1—z’g}
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©
- //ﬂ

Figura 9.15: Camino de integracién para (9.10).

Definicién 9.1 Definimos la funcion

A = — . A1
rctan z /0 e (9.11)

En el circulo de radio uno centrado en el origen.

Faial
N

Consideremos el camino

Figura 9.16: Camino de integracién en torno a +1.

7{ d(_lj{d(_12i_
Centro+i1+c2—2i C_Z_Zlﬂ-_ﬂ-

Consideremos el camino

N
v

Figura 9.17: Camino de integracion en torno a —i.

}'{ d¢ Lfde 1,
= — = — 4Tl =T .
centro —i 1+C2 2i C+Z 2i
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Es decir, cada vez que se cruzan las fronteras prohibidas se aumenta en 4. Ramificacién
de orden infinito.

-10 -5 0 5 10

Figura 9.18: Funcién arcotangente.

Relacién con la funcién logaritmica

Proposicién 9.1

= dC 1 , = dC 1 .
= - Log(1 = ——Log(1 — 9.12
| -l [ S —tle-in. @12
0 sea,
1
Arctan z = % (Log(1 +iz) — Log(1 — i2)) (9.13)
{
Demostracion ‘ ,
' el _ p—iw .
ttanw = ——— =1z |
eZ'LU _|_ e—zw

usando lo anterior

1+iz eV 4 e i 4w _ pmiw e

= — . . _ = =
11—z ev+e™—eWte ™ e W
luego despejando
. 141z 1 1+1iz
2iw = log — = w = arctan z = — log — .
1 -1z 21 1 -1z

Buscamos un simbolo Arctan z univaluado. Sea z = x + iy, Log(1 + iz) estd definido salvo
en caso Im(1 +iz) = 0y Re(1 4 iz) <0, es decir, siendo 1 + iz = (1 — y) + iz esto implica
que esta definida salvo en caso r =0ey > 1.

Log(1 — iz) esté definido salvo en caso Im(1 —iz) = 0 y Re(1l —iz) < 0, es decir, siendo
1 —iz = (14 y) — iz esto implica que estd definida salvo en caso x =0 ey < 1.
! (Log1 —Log1) = 0.

Ademas se cumple Arctan(0 =0 = %
)

q.e.d.
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Capitulo 10

Desarrollo de Laurent.

versién final 1.1, 18 de Junio del 2003

10.1. Desarrollo en torno a z; = 0.

Consideremos ahora dominios con puntos singulares. Sea f univaluada y holomorfa en el
anillo 7 < | z| < R con centro en z, = 0. Nada se sabe de la funcién f fuera del anillo.

A

)

-

Y

Figura 10.1: Regién anular.

Sea p un punto de la region anular, aplicando el teorema de Cauchy se tiene

f<p>=%(/mf:%z_ ﬂ%) |

Escribamos lo siguiente:

o0

1 11 1 P\
- - = = =) <|z|, i.e. I'y.
p— SP VZO z) converge en |p| < |z], i.e. I'y
z
1 11 IR AN
=—— =—— — | , convergeen |z|<|p]|, i.e. Ts.
z=p p1_Z p;(p> 2]
p
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Luego

v=0

f(p) = ip” (% 4 fiﬁ?) +§Op/}+1 (% 752 z“f(z)dz) . (10.1)

Si nombramos por a, al primer término entre paréntesis del lado derecho y por a_,_; al
segundo término entre paréntesis podemos reescribir (10.1) como

o0 , oo 1
= Zp a, + Z v CRTRSE (10.2)
v=0 ©n=0 p

Notemos que la primera serie converge para |p| < R y la segunda converge en |p| > 7.
Hacemos el cambio de indice p+1=v = y=v — 1y tenemos

ZpaerZ ZpaerZpay-

V=—00

Por lo tanto,
oo

fp) =Y ap”, (10.3)

siempre que el centro de expansiéon sea zg = 0, con los coeficientes:
1 z
a, = — /(z) vV=—00,...,400 . (10.4)

v ISR
2mi centro en zg =0 <

10.2. Desarrollo en torno a z;.

Tomemos un centro z, arbitrario. Sea f(¢) univalente y holomorfa en r < |{ — 2| < R.
Usemos z = ( — 2y

fQ) = f(z+20) = g(2)

holomorfa en r < | z| < R. Sea p = ¢+ 2

F0)=fla+2)=g@)= > aq

con
1 g(z)dz
Gy = =—
2mi centro 0 en z ZV+1
Tenemos dz = d(, luego:
1 f(Q)
a, = — AV, 10.5
2mi centro zg en ¢ (C - ZO)V+1 ( )

fo)= > alp—2)" = alp —ZO”+Za_V P (10.6)
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v

La serie ) > a,(p — z9)” converge en |p — zo| < Ry la serie Y~ a_,(p — zp)”" converge

enr < |p—z| <oo.

La serie converge automaticamente en el dominio anular méas grande posible que sea
compatible con cualquier prolongacién analitica de f. Sobre |p — zo| = 7y sobre |p — 2| = R
existe por lo menos un obstaculo serio.

Un caso interesante es cuando r = 0, en este caso se admiten dos posibilidades,

i f holomorfa en z.

i f no holomorfa en zj, una singularidad aislada.

10.3. Unicidad del desarrollo de Laurent.

Supongamos que en el dominio anular r < |z | < R se tiene:

o0 (o]
g a,z’ = g b,z" .

V=—00 V=—00

7{ ” 0, siv#—1
ez’ dz = , )
c_12m siv=—1,

luego concluimos que a_; = b_;. Para los demés coeficientes, multiplicamos por una potencia

Sabemos que

adecuada, z7*7!, y tenemos
o0 o
Z a,,jgz_k_pr” dz = Z by%z”_k_l dz |
V=—00 V=—00
sélo resulta algo no trivial si —k—1+v = —1, es decir, v = k lo que implica a, 27t = bp2m1 =

ap = bk.

Hemos obtenido una representacién de f(z) como una suma de una serie de potencias
ascendentes de (z — zg), mds una serie de potencias descendentes de (z — z). Ambas series
convergen en la region anular ya que sus coeficientes son independientes de la forma de las
curvas I'y y I's.

10.4. Ejemplos.

Ejemplo 1 Consideremos la funcion

desarrollémosla con centro en z = 0.
Esta funcién puede expandirse de dos maneras
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dh
N/

Figura 10.2: La funcién f(z) =1/(z —1).

i) En serie de Taylor para |z | < 1.

i) En serie de Laurent para |z | > 1.

i) Taylor para | z| < 1,

v=0
i) Laurent para | z| > 1,
11 N | =1
f&=s—g=2an-2%
—_ — v=0 pn=1
z
Ejemplo 2 Consideremos la funcién
1

desarrollémosla con centro en z = 0

Figura 10.3: La funcién f(z) =1/(z — 1)(z — 2).

Esta funcion puede expandirse en tres regiones
i) En serie de Taylor para | z| < 1.
i) En serie de Laurent para 1 < |z ]| < 2.

iii) En serie de Laurent para |z | > 2.
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i) Taylor para | z| < 1,

1 1 1 1 1 lex 72\ — > 1
— — —_ —_ _ l/: 1_ 1/'
(==t L )t — X (1) 2

i) Laurent para 1 < |z| < 2,

1 1 1 1 2 =1
f(z>:_§1_2_; 1:_Zgu+1_2ﬁ’

9 1— ; v=0 v=0

la primera serie del lado derecho converge para | z | < 2y la otra convergeen 1 < | z | < o0,
luego ambas convergen en 1 < | z| < 2.

i) Laurent para |z | > 2,
11 11 I o= /2) 1 &1 &, 11
fR)=Z—=-3 1:;2(;) —;Z(;) =2 @7 =D =5+

1— - < 1— - v=0 v=0 v=1
¥4 z

Como control comprobamos que 1/[(z — 1)(z — 2)] ~ 1/2% para z > 1.

10.5. Definiciones.

Sea f univaluada y holomorfa en 0 < |z — zy | < R Podemos desarrollar

Figura 10.4: La regién donde f es univaluada y holomorfa.

f(z) = Za,,(z —29)" + Za_y(z —29)7 V.

v=0
Al segundo término, correspondiente a las potencias negativas, se le conoce como la parte

principal del desarrollo de Laurent.

Definicién 10.1 El punto zy es un lugar regular si el desarrollo de Laurent en torno a z
tiene la parte principal nula.



154 CAPITULO 10. DESARROLLO DE LAURENT.

Definicién 10.2 El punto zy es un polo de orden k si la parte principal es del tipo

K a_,
Zm; e 0, a1 =0 o=--=0.

v=1

Se trata de una singularidad no esencial ya que al multiplicar por (z — zy)" desaparecen los
exponentes negativos:

(z=20)f(2) ==Y _a,(z—2)""+ ) (Z_L

Definicién 10.3 El punto zy es una singularidad esencial si la parte principal es infinita, es
decir, existe una cantidad infinita de coeficientes a_,(v = 1,2,3,...,00) # 0.

10.6. La funcion Arcosecante.

Consideremos la funcion

1
z) = ,
/(z) sen z
la funcién tiene singularidades en km, con k = 0, £1, £2, 43, .. .. Es univaluada en las regiones
0<|z|<mm<|z]|<2m,.... Planteamos
=2m - 0 mwoo2m

2 4
1:SGHZ < :(1_Z_+Z——+...)(CO+%Z2+C—4Z4+-">'
Z Ssencz .

Igualando las distintas potencias

0

z2: l-cg=1

2 . Co Co Co . 1

ST TR TR

4 ca el o Cq 7

2 = === 4 = — = —
4! 2131 5! 4! 360

26 . Cg . 31

6! 15120
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Luego
1 1 1 7T 31 I o
1 L s 1 Cw o 10.7
senz 2 6° 360" T15120° z+;2ylz ) (10.7)

este desarrollo, de Laurent con centro en cero, converge para 0 < | z| < .
Busquemos el desarrollo entre 7 y 27, tenemos que sen z = — sen(z £ ), luego

[e.9]

1 1 1 021/ 2w—1
- - = - N2 (gt
sen(z+m) senz z+7 ; 2v! (z£m)

Definamos una funcién auxiliar que tenga desarrollo de Taylor. La funciéon que estamos
considerando es g(z) = 1/sen z, si a esta funcién le restamos las partes principales que dan
singularidades nos queda una funcién holomorfa:

@)= o

sen z Z Z =T Z+T

esta funcién tiene en |z| < 27 un desarrollo de Taylor, f(z) = > 7 a,2” convergente en
| 2| < 2m. Efectuemos el desarrollo de Taylor: (es tinico)

1 1_1+73+31 54 2] <
sen z 2_62 3602 1512OZ i T

2z 2 1 2T oo Z\2¥ 2z 2z 2z
Fomm e e (D) s n e Bler
-(5)
Combinédndolas
1 2 7 2
1= (5-2) (s m) "+ Jel<om
Tenemos
1 =1 22
senz_;ayz +;_22 2
Pero
2z 2z 1 2 o= [T\ 2V
2 _ 12 2 ™2 > <;> |z >m,
— | — v=0
(%)
luego:

1 > 1 2 /m\2
_ 4 2 T : 10.
sen z ZCLZ +Z ZZ<Z> (08>

v=0 V=

el primer término converge en |z| < 2mr = Ry el segundo r = 7 < |z| < oo es decir, el
desarrollo completo converge en m < | z| < 27.
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\KJ

Figura 10.6: Zona de convergencia.

10.7. Funciones enteras.

Definicién 10.4 La funcién entera es una funcién holomorta en todo el plano y que por lo
tanto posee un desarrollo de Taylor de radio infinito respecto a cualquier centro.

Estas funciones enteras se clasifican en
1) Polinomios de grado n: Y b,s” con b, # 0.

2) Funciones enteras trascendentes > - b,s”, con una cantidad infinita de coeficientes no
nulos. Radio de convergencia co para cualquier centro.

Teorema 10.1 Liouville
Si una funcién entera g(z) es acotable, entonces g(z) = cte.

Demostracién Si | g(s)| < M, entonces podemos acotar los coeficientes, usando (7.7), la

desigualdad de Cauchy

M
la, | < )
pl/

con p arbitrario. Podemos demostrar que a, = 0 para todo v salvo ag, basta tomar p sufi-
cientemente grande. Lo anterior implica que g(s) = aq.
q.e.d.

Corolario: Sea g entera y no constante. Sea R un radio, y sea K > 0 tan grande como
se quiera, entonces existe p con |p| > R tal que |g(p)| > K.

Teorema 10.2 Sobre polinomios
Sea g un polinomio de grado n > 1. Entonces para K > 0 tan grande como se quiera se
puede indicar un radio R tal que | g(z)| > K para todo |z| > R.

Demostracién

n 1

bpz" = g(2) —by12" ' — - —biz—by b, #0.
Sea |z|=p

n—1
b | " < 1g(z) [+ 1bulp”
v=0
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|g<z>\zp”{|bn|—i 'b”’} ,

pTL—l/

para p suficientemente grande

q.e.d.

Consecuencias: Un polinomio g de grado n > 1 tiene (al menos) un lugar nulo.

Demostracién Si g nunca se anulara, entonces 1/g(z) serfa entera y no constante. Por lo
tanto, fuera de circulos muy grandes habria un punto p tal que

FrIEEEIPCIRY

lo cual contradice el teorema anterior.

La funcién e* es entera trascendente, no tiene lugares nulo.

Teorema 10.3 Una funcién entera trascendente a lo largo de ciertos caminos hacia s = oo,
crece mas rapidamente que | s|".
En otros términos: si g es entera y acotada por | g(s) | < Ms™, entonces g es un polinomio.

Demostracién

ya que el borde de un circulo de radio p la funcién g satisface que |g| < Mp™. Siv >m

M

[0, | < —=
pl/m

I

tan pequeno como se quiera, luego b, =0 parav=m+1,....

Teorema 10.4 Casorati-Weierstrass

Si g es entera trascendente y ¢ es un nimero complejo, entonces fuera de cualquier circulo
hay puntos donde g toma aproximadamente el valor ¢ con una precisiéon tan grande como se
quiera.

En otros términos: después de prescribir ¢ € C, R > 0 tan grande como se quiera 'y € > 0
tan pequenio como se quiera, se puede encontrar un punto p tal que |p| > Ry | g(p) — c| < e.
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Demostracién En |s| > R sea g(s) # ¢, entonces 1/(g(s) — ¢) es holomorfa en |s| > R
por lo tanto acepta un desarrollo de Laurent

o)

1 o
g(S)—c: Z %SVZ;

V=—00

luego

1 > v
g(s) —c _Z s¥

v=1

oo

v

:§ TS
v=0

tomando el mdédulo a ambos lados

+ > > G,

o0 f}/ o0
-V
2 > s
Sl/
v=1 v=0

donde G es tan grande como se quiera, lo que podemos escribir como G = 2/e con ¢ tan
pequeno como se quiera. El segundo término del lado izquierdo es muy pequeno si |s| es
grande, digamos que lo podemos acotar por G/2. El primer término del lado derecho, crece
a lo largo de ciertos caminos al infinito. Luego, para cierto p, donde |p| es grande, se tiene

o

1

‘ W_C G 2 1 1

>G——=—-——-=—.
- 2 e € 5

+G>G:>’ !
2 = 9(p) — ¢

Lo que finalmente conduce a | g(p) — ¢| < e.
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Residuos.

versién final 1.2, 24 de Junio del 2003

11.1. Definicion y teorema.

Consideremos la funcién f(z) y su expansion en serie de Laurent

o0

f(z):Zal,(z—zo)” 0<l|z—2|<R,
se tiene -
% f(z)dz = Z a, 7{(2 — 29)" dz = 2mia_; .
centro zg

V=—00

Definicién 11.1 El residuo de la funcién f(z) en zy, Res,—., f(2) = a_;.

Teorema 11.1 Teorema de los residuos Sea D un dominio con un borde I', en el cual f

es analitica, salvo en una cantidad finita de singularidades aisladas z, 2o, . .

Figura 11.1: Regién donde f es analitica.

., Zn. Entonces

(11.1)

Demostracion Usando el teorema de Cauchy en el camino de la figura 11.1, se tiene

7§ F(2)dz — i 7{ 5 F(2)dz =0,

159
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luego
%f(z) dz = 27m'z Res f(2) .
r pst 2=z

q.e.d.

Ejemplo Una aplicacién del teorema, Consideremos la integral

*  dx
/ 722 (112)

notemos que sobre el eje real no hay singularidades. Usemos un camino de integracién como

el siguiente.

-R +R

Figura 11.2: Camino de integracion.

Consideremos la integral de la prolongaciéon analitica al plano complejo de la funcién
1/(1 + 2?) sobre el camino de la figura 11.2,

[:%i7
1+ 22

la funcién f(z) = 1/(1 + z?) tiene polos de primer orden en z = =i, en efecto
1 1 1
f(z)_Q_i(z—i_z+i) '
1

Res f(:) = =, Res f(2) = —= ,

z=+i 21 z=—1 21

Tenemos

luego

1+ 22 =i 2

j{ dz /R dx +/ dz
g = 77 .
1+ 22 _rl+a? Jopo 1+ 22

Nos interesa cuando R — oo. Acotemos la segunda integral, sea R > 1,

/ dz
arco 1 + Z2

d 1
I—j{ © =2mi Res f(z) =2mi— =7,

por lo tanto,

_WRRZ—l—)R—m 0,
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donde hemos usado que |z + 23| > | 21| — | 22 | para acotar la cantidad subintegral. Por lo
tanto % g
x
=T7. 11.3
/_oo T+a2 (113)

11.2. Funciones racionales.

Sea f(z) = p(z)/q(z) el cociente entre dos polinomios tales que gr(p) < gr(q) —2. Premisa
q(z) # 0 para —oo < & < co. Tomaremos el dominio

Figura 11.3: Camino de integracion.

tan grande como sea necesario para que contenga todos los polos e del semiplano superior.

Entonces
Nl BB ) [Tl
2mu1 o q(2) _]{Q(Z)d _/_oo q(:v)d +/ q(Z)d ’

ahora bien, sea a,, 0y b, #0

p(z)_amzm+...+a0 am 1 1+am—11+

_l’_
q(z)  bpzn ... +by b, P R O R

bn, =z

ag 1
A 2™
bl’
b

el valor absoluto de el dltimo término tiende a +1 cuando |z | — oo si n > m + 2, luego

fowiti®

11.3. Funciones trigonométricas.

1

< 7R Max e
Rnfm R—o00

|z|=R

0.

q

p':WR

Consideremos e, senz vy cos z. Acotemos las diferentes funciones comenzando por la
)

exponencial

=e¢ ¥ —

zz‘ — eRe[iz}
Yy—+00

e

estd acotada en el plano superior y > 0, por lo tanto, |e** | < 1. En cambio

sen z = sen(z + iy) = senx coshy +icosx senhy ,
S—— S~——

crece crece
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al tomar mdédulo tenemos que |senz| crece cuando y — =+00, ya que las dos funciones
hiperbdlicas crecen. Anélogamente

cos z = cos(x + iy) = cosx coshy —isenxsenhy ,
~—— N——

crece crece
por lo tanto, | cos z | crece cuando y — F00.

Ejemplo Evaluemos la integral

/ Y (11.4)

o T

Para calcular esta integral estudiaremos la integral sobre el eje real entre —R y + R, mediante
la integracién de la funcién sen z/z sobre diversos caminos. Esta funcién es holomorfa

no tiene polos. Sin embargo, cuando tomemos R — oo deberemos acotar la funcién y en base
a lo expuesto al comienzo de esta seccién es mejor escribir las funciones trigonométricas como
combinaciones de exponenciales complejas.

senz e iz

e~

z 2z 2z

Ahora bien, € y e~% estdn acotadas para y > 0 y para y < 0 respectivamente. Adem4s, las
dos funciones de la derecha tienen un polo de primer orden en z = 0.
En base a todo esto consideremos los caminos cerrados de la figura siguiente para lograr

nuestro objetivo (esta eleccién no es tunica). Tenemos

t+iR
+iR //
1]
—R+it
-R | +R
O<t<R
S TR
t—iR

Figura 11.4: Camino de integracion.

/senzdzz/eziz dz—/e_,izdz.
7z 7 212 7 21z

Para evaluar estas integrales lo hacemos eligiendo caminos cerrados apropiados.
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Para “acotar bien” elegimos para la primera integral

eiz
—dz ,
411 212

e—iz
f —dz ,
14111 212

y para la segunda

en el sentido horario. (Negativo.)

Tenemos
1 (1
j{ e. dz:27riRes€, = 2mi Res — —+1+£+~--
1411 202 2=0 2iz 2=0 21 \ 2 21
9 1
= 1— =
i T
es decir,

€ ol ez +R el etz
/ , dm+/ : dz+/ : dm—i—/ —dz =17 .
_p 2ix arco—e,e 202 L. 2ix 17 212

Acotemos la ultima integral:

= Segmentos verticales | e’ | = | et | = 7t
= Segmentos horizontales | e | = | /i) | = ¢~ &,
1z R _—t —R
e e e
—dz| <2 —dt +2R—
/H 2iz - /0 R R
< 2l <—e_t|R> +2e = 2(1 —e 427 ——0.
- R 0 R R—o0

En el limite ¢ — 0 la integral sobre el arco central es igual a /2 y por lo tanto nos queda

R el T
—dr —— — .
_p 2w R—oo 2
Consideremos el segundo camino cerrado [ + I11, este camino no contiene polos de primer
orden y por lo tanto su residuo es igual a cero, es decir,

% < —dz=0.
14111 202

Descomponiendo la integral cerrada tenemos

R _—ix —iz
/ 6, dx—l—/ 6, dz—l—E:O.
_p iz 11 2tz 2

Acotando como lo hicimos anteriormente tenemos:

’ /III

R _—t —R
gz/ ¢ 4orS 0,
0

e—iz
d
21z ® R R R-x
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por lo tanto,

R el T
—dr —— ——
_p 2ix R—oo 2

y nos queda finalmente

/ Ml =7 (11.5)
o T

En todos los casos anteriores hemos definido la integral entre -co e oo de una de las siguientes
maneras:

f: f(t) dt:]%ggo/_zj”(t)dt%lgg%{/_:f(t)dt+/jf(t)dt} , (11.6)

a esta forma se le llama el valor principal de Cauchy de la integral.

11.4. Polos, residuos y lugares nulos.
Sea zp = 0 el centro de desarrollo de las funciones g(z) y h(z), consideremos

g(z) bo 4 bz + by 4 - -
h(z)  cp2® + cppazbtt + - -

)

conby#0,c, #0conk >1ycy=c =---=cp_1 =0. Esta funcion tiene en z = 0 un polo
de orden k.
g(z) ibo—l—blz—f—bQZQ—f—"'

h(z) _z’f\ Ck+ Chr1z+ -

~
holomorfa en 0

)

S/

es decir,
z 1
@ == |ortapaz+--+ a gt 4
h(z) =z ~—
Res,—g %

Queremos determinar el coeficiente a_, tenemos

bo+biz+byz? + = (cp+cpprz+ ) ag Fa_pz+0),
despejando para potencias iguales

Cr Q_} — bo

Chy1 O + Cp A_pp1 = by

Chy2 Ok + Chy1 Q_py1 + Cp A2 = by

Cok—10—f ++++ ¢ a_y =bp_1 .
~—
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Son k ecuaciones lineales para k incégnitas. Por la regla de Kramer tenemos para el coeficiente
a_q:

Ck 0 NP 0 bo
| Cik+1 Cr N 0 b1
a-1= 7 : Do T S (11.7)
: : . Ck bk—2
Cok—1 Cok—2 .- Cht1 brp—1

donde CF es el determinante de los coeficientes. Esta relacién, (11.7), nos da una relacién
explicita para el residuo.
Sea k = 1, entonces

1 51"(0)g'(0) — §h"(0)g(0)  64'(0)h"(0) — 29(0)n"(0)
1= 2 (c2by — esbo) = T ()2 - (02
2 1(h"(0)) 3(h(0))
Caso particular g = h' = kcpz* 1 4 -+~ con by_; # 0, mientras by = by = -~ = by_y = 0,
entonces —
k
07125:6[)8%:0—5:]6,

es decir, el residuo es igual a la multiplicidad del lugar nulo en 0.

Proposiciéon 11.1 Si en zp una funcién f tiene un lugar nulo de multiplicidad k, entonces
la derivada logaritmica f’/f tiene en zy un polo de primer orden con residuo igual a k.

Demostracién Tenemos
f(2) = ap(z — 20)* + appr(z — 20)"™ +--- |

su derivada
f(2) = kay(z — Zo)k_l + (k+ Dagy(z — zo)k 4o

La derivada logaritmica

/ k 14--- k
f7 = (1 i ) = (1 + potencias crecientes z — zg)
zZ — 20 tee zZ— 20
lo cual implica
f/
Res= =k .
Z=Z20 f
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Proposiciéon 11.2 Sea N = ay + as + -+ + «,, donde aq, ..., «a, son las multiplicidades de
los ceros z1, 29, ..., 2, de f, respectivamente. Entonces
1 [ f'(z)
= — d 11.8
2 ) f(2) : (118)

Demostraciéon Del teorema de los residuos
L [ f(z) f'(2)
— dz = Res ——~ = a, =N,
i § ) T e T o

la penultima igualdad corresponde a la proposicién anterior.

q.e.d.

Proposicién 11.3 Si h tiene en zp un polo de orden m entonces h’/h tiene en zy un polo de
primer orden con residuo igual a —m.

Demostracion Hagamos zy = 0, luego
R(2) = a_pmz™™ 4+ - +ag+arz+agz® + -, am #0,
la derivada de h
R(2) = —ma_pmz ™ 4+ 0+a +2a92 4+, a_py #0.
La derivada logaritmica

h(z —ma_,, 2™ 1 1 + potencia creciente de z m
) _ - PoTencia oo =-2n+0(2)
h(z) a_, z~™ 1+ potencia creciente de z z

el residuo en zj

o (2) _
RZO h(Z)

q.e.d.

Teorema 11.2 Sea h(z) # 0 sobre la curva I, cerrada, (sin puntos dobles). Sea h univalente

y holomorfa en el interior de I', salvo en zg, z1, . .., 2, donde existen polos. Entonces
1 n
L e NP (11.9)
271 Jp h(2)

con N =a1+ag+---+a,y P=p1+02+--+0,, donde aq, as, . . ., a,, son las multiplicidades
de ceros de h 'y (31, 3a, ..., 3, son los érdenes de los polos de h.
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11.5. Ejemplos.

Ejemplo I Evaluemos la integral
- / o
_r 1 +sen?d

T do T do
I = . —— =4 . —
\/71— 1 — le(eze _ 6—26')2 /7T 6 — e2i0 _ o—2i0

Pasemos al plano complejo escribiendo z = | z| €2 diferenciando dff = dz/2iz, por lo tanto,

]:4/ _dz zzi/Lzzi/ dz :
r2iz(6 —z—z271) r22—6z+1 r(z—21)(z — 22)

conz1:3—2\/§y22:3+2\/§.

Tenemos

Figura 11.5: Camino de integracién ejemplo I.

Notemos que el camino I' da dos vueltas en torno al circulo.

2
I =27 -2m1 Res = 27 - 2m1

=21 (3-2v2-3-2v2)"

el dos en la tltima fraccién corresponde a que las vueltas son dos.

[:47Ti:7rx/§.

42

Finalmente

/7r s (11.10)

W1+sen20:
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Ejemplo II Evaluemos la integral

[:/ VT dz .
0 1"’372

Sea +/z lo que se obtiene por prolongacién hacia el semiplano superior y luego en torno
al origen. Elegimos ad-hoc la univaluacién del simbolo /

Q o

Figura 11.6: Eleccién de rama.

Consideremos el siguiente camino de integracion

@Y
N

Figura 11.7: Camino de integracion ejemplo II.

Los polos de 1/1 + 2% son +i y —i. Por el teorema del residuo tenemos
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Evaluemos las integrales sobre ambas circunferencias, la de radio r y la de radio R.

Tenemos

< 2rRVR

R2—1 R—o0 O’

1.

donde hemos usado |1 + 22| > | z|* — 1. Para la segunda integral

‘7{ <27r7’\/_

— 7’2 7’—'0
R * /o
/ Ve dx / 5 dx +j{ f = 27t \/_ ,Z .
r 1 + Jf2 Cr 2
En el limite r — 0 y R — oo tenemos

Y . L () N
2 i 1+x2d:€—7r(\/_ V=i)=mVi(l—i)=7 7 (1—i)=m

— 0.

Ademas,

Finalmente

Ejemplo III Evaluemos la integral

! d
[:/ i dz .
1 (T+22)v1 — a2

No debemos incluir puntos de ramificacién en la curva.

+i

Figura 11.8: Camino de integracion ejemplo III.

Tenemos por el teorema del residuo

dz 2 1
= 27 Res .
75 (14 22)v1 — 22 ;z% (14 22)v1 — 22

(11.11)
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Separemos la integral por pedazos

+1—r dx 2 1
2/ — —7{ —1—7{ = 2mi Res )
—4r (1 —+ (L‘2)\*/ 1-— IL‘Q Ccentro +1 Crcentro —1 Cr szl =2y (1 + 22) \% 11— 22

Acotemos la integrales
1 1 1
<2mR

) 0,
ﬁ}g (1+Z) 1—22 - R2—1\/R2—1R—>oo

donde hemos usado |1+ 2% | > | 22| — 1. Las integrales con centro en z = £1 y radio r
1

‘7{ (1+22)y/1+£z

Luego en el limite r — 0 y R — oo tenemos

< 2R M|ax

1

< 27TR Max W o

|zF1l|=r

0.

+1 dx 2 1
=T Res .
/_1 (14 22)V/1 — 22 ;F% (14 22)v1 — 22

Los residuos

1 1 1 1 1 1
R,eS - - = ==t
a=ti (2 +1)(z —i) /1 =22 201 —4¢2 2i (+/2)

1 1 1 1 1 1

[ Y = AR Th/ e o AT T

Ver figura 11.8 para entender el signo de la raiz. Finalmente tenemos

/1 dr = 71 ! 2= (11.12)
da > WL )
21 (T4 2?2)v1 — 22 2/2i V2

Ejemplo IV Evaluemos la integral

()Ogjpfl
]:/ dx | O<p<l1.
0

1+z

2P~ 1
dz .
j{l—l—z :

Tenemos que z = 0 es un punto de ramificacién de zP~1: 2P~
Tomamos log z = Log | z | + ip con 0 < ¢ < 27, ahora si

Consideremos la integral

1 — ele—Dlogz  myltivaluada.

=1 — p(p=1)Log|z| | Liv(p— 1)

con 0 < ¢ < 2m, es univaluada. Tomemos la linea de corte a lo largo del eje real. El integrando
tiene un polo simple en z = —1 dentro del contorno I' mostrado en la figura 11.9.
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Z/
_1K

Figura 11.9: Camino de integracién ejemplo IV.

Evaluemos el residuo en z = —1 = '™
p—1 )
Res i = imle=1)
=114+ 2z
Luego

p—1 ,
7{ : dz = 2mie™ 1)
r 1 + z

separando las integrales

R, p— 2 (10 \p—1; P30 = mi\p— 0 (~pi0\p—1; - if
/ Pl d:c—{—/ (Re?)P~YiRe d9+/ (we?mi)p—1 dx~|—/ (ee?)P~Yige® df _ oriei D)
€ 0 2

1+ 1+ Re® r 1+ xe?m . 1+ cet?
Acotamos o (Rey-LiRe .
T (Re®)P~1iRe' db RP~
- <27R — 0 <1
‘ /O 1 n Rele ‘ ~ 4T — 1 Roo ) P )

usando | 1 + Re? | > R — 1. La otra integral en torno al origen

/271' (geié)p—ligeiﬁ d@ < ore Ep—l
- v
0 1 + 5619 1

usando |1 + ee® ‘ > 1 — . Luego

oo ,.p—1 0 .p—1_27mi(p—1) ]
/ v dx + / r e dz = 2mie™ =1
0

14+ 1+ ze2m

o0

o0 LUp_l o xp—1627rip )
/ dx — / ———dr = 2mie'™” |
o l+x 0 142

. o pp—l )
(1 — GQMP) / dr = —2mwie'™ |
o l+=x

1+ 1 — e2mip e—imp — eimp
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Finalmente, tenemos

o] p—1
/ i S — (11.13)
0

IL+x ~  sen(pnm)

11.5.1. Residuos de un polo de orden m.

Si f(z) tiene un polo de orden m en z = zy, donde m es un entero positivo, entonces el
residuo de f(z) en z = zg es

Res f(2) = —— lim T [(z — z0)" f(2)] (11.14)

Z=20 (m — 1)‘ z—zo dzMm L

donde la derivada de orden cero de la funcién se entiende como la funcién misma y 0! = 1.

11.6. Valor principal de Cauchy.

Consideremos la funcién u(x) = 1/z. No podemos integrar directamente f_ll dx/x. Pero
si podemos hacer lo siguiente

, 0 dx 1 dx dx
lim — 4+ — | = — =0,
d—0 -1 T 46 X -1 T

esto corresponde a tomar el valor principal de Cauchy de la integral, para un ¢ tan pequeno
como se quiera. Consideremos el grafico siguiente:

Figura 11.10: Camino de integracion.

Sea f univaluada y holomorfa en un dominio simplemente conexo en el cual se encuentra
la curva I'.
Consideremos el desarrollo de Laurent en xg:
a_q

f(Z):Z_xo—i‘ao—i‘(ll(z—l’o)‘i‘"'

Definicién 11.2 Definamos el valor principal de Cauchy como

poom{[ e [} (11.15)
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Sea I'y una curva cerrada que no incluya a x, entonces
f(z2)dz=0".
I
Sea I'y una curva cerrada que si incluye a xq, entonces

f(z)dz = 2mia_; .
1)

Consideremos

0
a_q e
= : | ise d
/Sf /L‘D7r 66w+a0+ e 2%

=0 si 6—0

lim/ f= —i/ a_1dp = —ta_qm .
=0 Jg 0

Definicién 11.3 Definamos el valor principal de Cauchy sobre la curva I’

ﬁfzgg%{f[}lf—/gf}:mm_l
-enes =3 {f )
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Capitulo 12

Funciones Meromorfas.

versién final 1.1, 30 de Junio del 2003

Definicién 12.1 Se llama funcién meromorfa a una funcién holomorfa en todo el plano,
salvo polos. Los polos no se pueden acumular en el plano.

p(2)

Ejemplo Las funciones racionales ) con p(z) y ¢(z) polinomios
q(z

P(2) + (—§ L ) <zl .

q(

Nos interesa el tltimo término solamente. Los lugares nulos de ¢(2): z1, 29, . . ., 2. (distintos)

r . ..y . .
son los polos de —. La correspondiente descomposicién en fracciones parciales
q

T(Z) C11 C12 C13 Cim,
q(z2) z—2z1 (z—21)? (2—2z)3 (z —2z)m™
C21 C22 Comy
+z—22+(z—22)2+ +(2—22)m2
+ ...... +
Ck1 Ci2 o Cimy,
+z—zk+(z—zk)2+ +(z—zk)mk'

Ejemplo La funcion

-5+ 1 . ,
cot z = ——=—— = — (1 + potencias crecientes de z) .
z — % + P zZ
1
El Reg cot z = 1, lo que significa que la parte principal en zy = 0 es —.
z= z
Sabemos, ademas, que senz = 0 sélo si z = km, para k = 0,+1, 42, .... Las respectivas
1 1
partes principales son —, it ST Si sumamos las partes principales en +km
2z zEx7m z42rm
tenemos
1 1 2z

+ = :
z—kmr  z+kr 22— K2n?

175
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La idea es reconstruir la funcion a partir de las partes principales

T — 2z
cotz = ;—i-;m—l— 90(2) . (12.1)

funcién entera

Utilizaremos analisis de Fourier para validar la expresiéon (12.1). Consideremos la funcién
cosxt con x € R pero x # 0,# £1,5# +2, ...

oo
ap
cosat = 5 + E a, cosvt ,
v=1

donde los coeficientes de Fourier vienen dados por

2 s
a, = — cosxtcosvtdt .
™ Jo

Calculemos los coeficientes

21 (7
@ =—3 / (cos(x + v)t + cos(z — v)t) dt
0

1{%Mx+mﬂ+&m@—yﬁ}

x4+ v xr—V
1 [(=1)"senxm N (—1)”senaxm
T x4+ v x—V
2xr sen xmw
=(=1)/——— .
(=1) (22 — v?)

Evaluamos en ¢ = 7, tenemos cos vt = cosvm = (—1)”. Luego

[ee]
senzm |1 2z
CosSIm = —+E SR .
s x e

Hacemos una prolongacién analitica:

(o)
COS 2T 1 2z
T :7TCOt7TZ:—+E - 0
sen zm z 24—V S——
v=1 funcién entera

La convergencia de la serie esta garantizada por el desarrollo:

» Convergencia ordinaria en z:
1

2 _ 20
25—V

_ 1
converge porque es esencialmente ) —.
v
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» Dentro del circulo | z| < R hay una cantidad finita de polos. Tomemos en cuenta en la
serie s6lo los indices suficientemente grandes v > 2R.

2 2 2 2 2 2 s V03,
|22 = > = |2 > - R > - — =y
4 4
Por lo tanto, los términos de la serie:
1 41
22 — 12 312

1
tiene como mayorante convergente » | —.
v

A partir de lo anterior podemos encontrar un desarrollo para senz/z como producto
infinito, sabemos que

d | 1
—logz = —
dz & z
luego
T COSTZ
—logsenmz = — = mcot 27
dz sen mz
y
d v? — 22 2 —2z 2z
— log = = = .
dz V2 V2 — 22 v? 22 — V2
Combinando
d d = d V2 — 2?
cotmz = —logsenmz = —log 2 —lo
TeORTE = g ossenT dzg+yz_ldz g( V2>’
integrando
o0 L2 2
logsenmz = C' + log z + leog ( 2 > ,
exponenciando

00 2
. z
senwz:ez” 1—-— .
2
v=1

dividamos por z a ambos lados

sen mz N 22
= eC 1 —_——
z H ( V2)
y tomemos el limite z — 0

luego
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Teorema 12.1 Mittag-LefHer

Se pueden prescribir polos en z1, 29, . . ., en cantidad infinita sélo sometidos a la condicién
de que no se acumulen en el plano.

En cada uno se puede prescribir una parte principal

C]vmj

C; C;
Pp 2t
2=z (2— %) (z = z)™

pi(z) =
Entonces es posible construir una funcién meromorfa que tiene exactamente estas singularida-
des en el plano. Su representacién puede darse en forma de una descomposicién en fracciones
parciales. La funcién meromorfa mas general con dichas particularidades se obtiene sumando
cualquier funcion entera.

Ejemplo
Consideremos una red {mw; + nws}, con m,n € Z

Figura 12.1: Malla.

prescribir

1
p](Z) - (2_ Zj)2 )

1
polos de segundo orden, en particular py(z) = — - Escribimos un intento de la funcién
z
1
+ - —
Z ( (z — z)? z?) ’

se puede demostrar que esta serie converge. Reemplacemos la malla

1
f(z =T Z ( (z — mw; — nwy)? B (muwy + nw2>2> ’

0#£m,neZ
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derivemos

flz)=-2) ((2 —(m— 11)w1 - nw2)3)

=22 <<<z+wl>—;w1—nw2>3) =Fflet).

Esto muestra que w; es periodo de f’ y de la misma manera podemos probar que wy también es
periodo de f’. Luego, existen funciones doblemente periddicas. Integrando la relacién anterior

) =flz+w)+C.

Si 0 # m,n € Z entonces 0 # —m, —n € Z, luego

1 1 1
fz) = m * Z ((—z + mwy + nws)? B (mwy + nw2)2> =1(=2),

0#£m,neZ
por lo tanto, f(z) es una funcién par. Evaluando en z = —%' tenemos
5)-1(3) 00
1(5) 705 -

Luego w1, we son también periodos de f. Una funcién peridédica dada sugiere definir:

Definicién 12.2 Malla primitiva es un par de periodos 1y, 1ns tal que, todo periodo de la
funcién es combinacion lineal de ny y 1 con coeficientes en Z.

Sea el par de periodos w; y wy la malla primitiva. Entonces cualquier otro par

My _ (M1 T2 w1
T2 No1 MNag %) ’
) _ (352 (m
w) T\ ) )

donde ny1n92 — ni2n9 = A # 0. La condicién necesaria y suficiente es que todos los n;; sean

nin N12M 1
divisibles por A, lo cual implica 1222 — 12221 =X € 7Z esto es cierto si y sélo si A = +1.

Teorema 12.2 Toda funcién entera doblemente peridédica, es necesariamente constante.

Demostracion

| f(2) | < K,

en todo el plano, luego la funcién es constante.
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Capitulo 13

La funciéon I'.

13.1. Definicion.

El factorial definido por

nl=1-2-3---n
(n+1)!=(Mn+1)n!

Definicién 13.1 Definamos la funciéon I’

I'n+1)=nl=nn—-1)!=Tn)n,

paran=0,1,2,3,---.

o 1 2 3

Figura 13.1: Valores de la funcion T'.

Nuestras exigencias seran

i) I'(2) holomorfa, en lo posible.

i) I'(z+1) =I'(2) - 2, identidad funcional.
i) I'(1) = 1.

181
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13.2. Exploracién.
Supongamos que existe tal I'(z), entonces

1 1
['(z) = -T'(2+ 1) = — (1 4 potencias crecientes de z)
z z

Proposicién 13.1 La funcién I'(z) tiene polos simples en 0, —1, =2, ..., —n, ..., con residuos
1)

en z = —n, (=1) .
n!

Demostracion Es cierto para n = 0. Por hipétesis inductiva, lo suponemos valido para
n =k, polo en z = —k y probamos para k + 1, es decir, polo z = —(k + 1). Por hipétesis,
(—=D)F

1
I'(z) = I H—k+a0+a1(z+k)+"' )

construimos

1 1
;F(z +1)= <_k—+1 + potencias crecientes de (z + k + 1))

-+ 1 1
N\ TH Ry Tetaktki e

usando la identidad funcional
1 (_1)k+1 1
-r 1) =T1(2) =
z (z+1) () (k+D!z+k+1

Luego la demostracion por induccién esta completa.

+ potencias crecientes de (z +k+1) .

q.e.d.

Consideremos
logl'(z + 1) =log z + logI'(2) ,

derivando

gle+1) = ———+g(=+2).
combinandolas 1 {
=— 2
o)==~ +e(s+2),
derivando ! ]
! !
- = 2
9= 5+ o I+,
iterando una vez mas
, 1 1 1 ,
J(z) ==+ + 5+ g (z+3).

22 (24122 (2+2)
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13.3. Definiciones precisas.

Consideremos la expansion infinita

PR R S
g(z)—22+zl(z+y)2.

Converge en el circulo | z| < R. Integremos ¢'(z) término a término

por un camino tal que evita los polos

[erm=lea), =
o (E4v)?2 | E+v], z+v+v>'

Recordando la definicion

d 1 > 1 1
2 oeT(z) = o _
L 1ogr(z) = g(z) = - —C Z(+ 1)

integrando
> z
logT(z) = Cy — log z — C'z — (1 ~1 __>
ogl'(2) = Cy —logz — C= V§1 og(z +v) —log(v) =~} ,

ya que la integral

11 B €]’
/o (w‘Z) dﬁ—{log“*”"uk’

1 e z 4 -1
T(z) = K-e % ][ es (1 —)
(2) = K-—e Vlzlle o)

donde K = ¢“. Tomamos el cociente de las funciones T,

exponenciando

Fz+1) =z €% 7 e v

luego despejando la constate que queremos determinar

1 1 vVt z
c H 1
e f— ey ——
z+1 v+z+1

v=1
_ ! lim elel/2e/3. .. el/n . (z+1)(z+2)---(z+n) z2+1+4n
z+ 1 n—oo (z4+2)(z+3)---(z+14n) nal

haciendo las simplificaciones y sacando logaritmo

1 1
C = lim (1—I——+~--+——log(n+1))
n

n— oo 2
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Figura 13.2: Acotando el limite.

Los segmentos rojos (obscuros) son un érea finita:

* /1 1
/ (— — > dr = [logz —log(1 + z)];” = log
0

T 1+

o0

x+1

podemos acotar el limite que nos interesa

n— oo 2

1 1
C = lim <1+—+---+——log(n+1)) < log2
n

este limite existe y es conocido como la constante de Euler-Mascheroni, v ~ 0.577.
Determinemos la otra constante, para ello formemos

r 1 I
e e (=g e ) i T
1 n?n!

Evaluando en z =1

—2 =1-1lim - = I 1

K nhe2x 3. (l+n) nosentl

Y

luego K = 1. Determinadas las constantes podemos escribir expresiones para la funcion I':

1 n®n!
T(z) =~ K
R L P} R Ee ey
e~ V7 O ez/u (132)
['(z) =
z £l1+§

Ambas expresiones son debidas a Gauss. La funcién I'" es meromorfa tiene polos simples en
z2=0,—-1,-2,-3,....
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Formemos el inverso de un producto de funciones I'

I'(z) .11“(—2) == (2]l (1+§) (1_5) - _22,[[1 (1_%> 7

v=1

pero —zI'(—z) = ['(1 — 2) luego

1 1
TG —2)  p oo (133)

1
Evaluemos (13.3) para z = 3 tenemos

1 1
/2P 7«
luego
r (%) _Jr (13.4)

() -r(ie) 1) -2
(OREE

La expresién general

F(Qn;—l):2n2—1.“;% 7T:(2n2—nl)!!\/% (13.5)
20
10}
J
- 2 1 1 2 3 4

- 20|F

Figura 13.3: La funcién T'.
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2n + 1 2n—1

Siz= entonces 1 — z = — luego
oM + 1 M — 1 2 — 1) on 4 1)7
F(z)F(l—z):F< n2—|- )F(— n2 ):(n2n ) ﬁF(l—z):Sen[(n+ )2]7
77

donde hemos usado (13.3). Despejando la relacién anterior para I'(1 — z) tenemos

2n—1> o 1 (-2 /i (13.6)

M-z =T <_ 2 B (2n — D)\/7 ' sen[(2n + 1)Z]  (2n — 1)!!

Para n = 1 tenemos I'(—1/2) = —2/7, para n = 2 tenemos I'(—3/2) = 4/7/3.

Sea z = 3 luego

! 123 g1
\/%:nmlgLZnH:nm & NG

Elevando al cuadrado, tomando el reciproco y multiplicando por dos, tenemos

2 1-3-3:5-5-(2n—1)(2n—1)2n+112n +1

— =2 lim
T n—00 2. 2n 2 2n

(o) () ()T )

Este ultimo resultado es conocido como el producto de Wallis.

ﬁ (1 - ﬁ) = % (13.7)

v=1

13.4. Representaciones integrales de I'.

Consideremos t*, con t > 0, valor principal de e*°¢?. Derivemos respecto a t

%tz _ t zLogt ZefLogtezLogt — Ze(z 1)Logt _ St 1
Consideremos la integral siguiente
1
1 tz-i—u 1 1 1 1 1
/ tz+1/71 dt = — e(erl/) Logt| _ e(eru) Logt eiyLogt —
0 z+v|, z+v g Ftv ST S~ 24v
premisa x > 0 médulo = 1 0
—1)
Las partes principales de I'(z) son: (=1) conv=0,1,2,3,....
vl z+v

. —1)” 1 - 1 z—1
Z<V!)Z+V—Z )/t”tz dt = /Z vttt
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Luego
1
'(z) = / e~ 't*~ 1 dt + funcién entera.
0

oo
Afirmacion: La funcién entera es / et dt.
1

[e's) n t n
/ e t" L dt = lim (1 — —) t*=tdt .
0 n—oo 0 n

Relacién con I'(z). Hagamos el cambio de variable 7 = t/n y dt = ndr

n t n 1
I= / (1 - —) "l dt = / (1—7)"7* ' n" Indr ,
0 n e ——

/
m v

Afirmacién:

integrando por partes

z]1 1
I=n" {(1—7)"%} —1—%/ (1—7)""t 7% dr

— ) ———
0 M o

Nuevamente integrando por partes

z+1 71 1
[ =npol (1—7)"t T + n / (1 —7)" 27"t dr 5 .
x r+1], =+1 /[

Se ve una clara ley de formacion, después de integrar n veces por partes:

_ e nn—1)---1 Totn 1: n*n! .
I'= x(x+1)---(x+n—1){x+n}o rx+1)---(x+n—1) nooo L)

Obtuvimos pues

/ e " dt =T(x), paraz>0. (13.8)
0

Haciendo una prolongacion analitica al plano complejo

/OO e ' hdt =T'(2) (13.9)

para Re[z] > 0.

Hagamos una observaciéon

1 o0 o
r (—) == / e V2t = / e dr .
2 0 0
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13.5. La funcion Beta.

Estudiemos el producto de dos funciones T,

['(z)-T(s) = / e it dt/ e "udu para Re[z] > 0 y Re[s] >0

) 0
:/ / e~ (tHwz=1ys=1 g day,
o Jo

Hagamos el cambio de variable t =t y u = v — t, el Jacobiano de la transformacion

o(t, ) '+1 0

EAUL —1>0.
otv) |1 1‘ ~Y

Escribiendo la integral en las nuevas variables

[(2)-T(s) = /01 e {/to o —t) ! dt} dv

ahora hacemos el cambio de variable 7 = t/v y la integral se transforma

e’ 1
['(z)-T(s) = / e’ {/ 1 - 1) dT} dv .
v=0 7=0

Luego

=0

o0 1
L(z) - I'(s) =/ e‘”vz“‘ldv/ 71— 1) ldr .
v Jr=0

F(;Jrrs)

Definicién 13.2 Definimos la funcién B(z,s) a partir de

L Iy R

para Re[z] > 0 y Re[s] > 0.

13.5.1. Casos particulares.

i) Sea s =1— zluego I'(z + s) =I'(1) = 1, lo que implica

1 7_271 T
rera—z)= dr = .
(2)I'(1 = 2) /0(1—7)2 T=—— Rels]>0
Luego
Blz,1—2) = —
sen mz

(13.10)

(13.11)
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i) Sea s =mn+ 1, para Re[z] > 0

! !
L) dr = - =B 1
/07' (1—7)"dr 2(z+1)---(2+n) (z:n+1),
lo que implica
lim n*B(z,n+1) =T(z) . (13.12)
1 1
iii) Seaz:§ys:n—2i_ , luego

Y

() [ L

Sea 7 = sen? ¢ con 0 < ¢ < g, luego dr = 2senypcos pdy y /1 — 7 = cos ¢, haciendo
este cambio de variable

1) . p (ntl /2
B<17n+1)zf(2) F<2):2/ cos" pdyp .
2" 2 r(2+1) 0
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Capitulo 14

Representacion Conforme.

versién final 1.2, 11 de Julio del 2003

14.1. Introduccion.

Consideremos la transformacion o mapeo w = f(2)

Y
Y

Figura 14.1: Transformacion w = f(z).

Consideremos la curva C' en el plano z. Sea f analitica en z y tal que f'(29) # 0. Sea S
la curva correspondiente al mapeo de la curva C, f(zy) = wy.

Si « es el angulo de la tangente en 2y y si 3 es el angulo de al tangente en wy entonces
f=a+, (14.1)
donde g = Ang f'(zy). Es decir, las tangentes rotan en un angulo 1y fijo siempre que f sea
analitica en zy y f'(z0) # 0.
14.2. Representacién conforme.

Puesto que el angulo 1y estd determinado por la funcién f en el punto zy, es el mismo
para toda curva que pase por 2.

191
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@ G

Figura 14.2: Par de curvas bajo la transformacién w = f(z).

Veamos lo qué pasa con el dngulo entre las curvas en el plano z y en el plano w,

B = a1 +

ﬂ2=a2+¢0 }Z>ﬁl_ﬁ2:a1_062:fy_

En tal caso la representacién es conforme.

Teorema 14.1 En cada punto de un dominio donde f es analitica y f'(z) # 0, el mapeo
w = f(2) es conforme, i.e. preserva los déngulos orientados.

Notemos que
" | Aw |
im
Az—0 | Az |

=1f(=0)]

es decir, la transformacién magnifica la longitud de trazos cortos que pasan por zy en un
factor de | f'(zo) |.

Definicién 14.1 Un punto donde f'(zy) = 0 se llama un punto critico de la transforma-
cion.

Por ejemplo, el punto z, = 0 es un punto critico de la transformacién w = z? + 1. Usemos
una forma polar para z = re’ y w—1 = pe’®, entonces pe'® = r2e?? luego un rayo que salga
con un angulo ¢ desde z = 0 se mapeara en un rayo que sale con un angulo 2c desde el punto
w = 1.

Definicién 14.2 Un mapeo isogonal es aquel que preserva el angulo pero no su orientacion.

Figura 14.3: Mapeo isogonal.
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Por ejemplo, w = z* es un reflexion sobre el eje real y es isogonal.

Ejemplo Toda transformacién conforme debe mapear curvas ortogonales sobre curvas orto-
gonales.

Ejemplo Consideremos la transformaciéon w = 2% = 2% — y? + 2ixy

w=22 A
Vv
y @ \@ Q)
L 2i
T4
I 1+i r
1 X 1 u

Figura 14.4: Mapeo w = 22.

En el plano w tenemos una pardbola

u=1-—1y>

v =2y } pardmetro y, (x = 1) ,

o bien, v? = —4(u — 1).

Si la direccién de y creciente se toma como el sentido positivo de las dos lineas en z
entonces el dngulo entre ellas es 7/4.

Veamos qué pasa en el plano w: cuando y > 0 e y crece a lo largo de la linea y = x,
entonces v crece a lo largo de la linea v = 0, puesto que v = 2y2, y por lo tanto el sentido
positivo de la imagen de la linea x = y es hacia v creciente. Para la pardbola vemos que v
también crece cuando y > 0, crece ya que v = 2y, y por lo tanto el sentido es el indicado en
la figura 14.4.

Es claro que el dngulo entre las curvas en z es igual a 7/4, es decir, toda curva que pase
por 1+ i rota en 7/4 frente a la transformacién w = 22

El coeficiente de magnificacién es | f/(144)| = 2|1 +i| = 2v/2.

14.3. Transformaciones de funciones armonicas.

Un problema viejo y prominente: encontrar una funcién que sea armoénica en un dominio
dado y que satisfaga condiciones dadas (prescritas) en el borde del dominio.

= Problema de condiciones de borde de primera clase o problema de Dirichlet: prescripcion
de los valores de la funcién sobre el borde.

= Problema de condiciones de borde se segunda clase o problema de Neumann: prescrip-
cién de los valores de la derivada normal de la funcion.
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= Existen modificaciones y combinaciones de los dos problemas anteriores.

Toda funcién analitica proporciona un par de funciones armonicas:

flx+1y) = u(z,y) +iv(z,y) ,
donde u y v satisfacen

Pu PP
ox2 oy Y o2 oy

la funcion u se llama la arménica conjugada de v y viceversa.

Ejemplo Consideremos la funcion
f(z) =€ = u(z,y) +iv(z,y) ,
las funciones u, v corresponden a
u(x,y) =e Ycosz , v(z,y) =e Ysenzw ,

las funciones u, v son arménicas en todo el plano.

]

\ v=0 )

7 v=0

Y

V= sen X

Figura 14.5: Condiciones de borde de primera clase (Dirichlet).

Condiciones de borde:

v(0,9) =0, wo(my) =0, v(z,0)=senz, limov(z,y)=0,

Yy—oo

y ademads v(x,y) satisface:
0% N Pv 0
ox2 oy

Este procedimiento necesita muchas veces ayuda adicional ya que no siempre es simple.
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Consideremos una funcién H(z,y) armonica. Sean u, v dos nuevas variables tales que
z = x + 1y sea una funcién analitica de w = u + ‘v, es decir,

z = f(w) .

Sabemos que podemos encontrar una funcién G(z,y) armoénica conjugada de H(z,y) y en
tal caso H 4 G es una funcién analitica de z. Puesto que z es una funcién analitica de w se
tiene que H + ¢G es también una funcién analitica de w en tal caso
0*H N O*H
ou?  Ov?

Establecemos entonces el siguiente teorema:

=0.

Teorema 14.2 Toda funcién armonica de z, y se transforma en una funciéon arménica de wu,
v bajo el cambio de variable z + iy = f(u + iv) donde f es una funcién analitica.

Consecuencia: una funcién que es armonica en una vecindad permanece arménica bajo el
cambio de variable que proviene de la transformacion

w=F(2),

donde F' es analitica y F’(z) # 0 en la vecindad, puesto que la funcién inversa z = f(w) es
analitica.

Ilustracién: La funcién H(z,y) = e ¥Ysenz es armoénica en alguna regién del plano z. Si
transformamos z = w? tenemos

r=u"—v, Yy = 2uv

y por lo tanto la funcién
H(u,v) = e ?sen(u® —v?) ,

es armoénica en la regién correspondiente del plano w

alli
L ﬁ W

Y
Y

Figura 14.6: Regién donde H (u,v) es arménica.

0*H N 0O*H
ou? ov?

=0.
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14.4. Transformaciones de las condiciones de borde.

0H
Condiciones tipicas para H armoénica: H = cte. o I cte., etc. sobre porciones del
n

borde de una region.
Algunas de estas condiciones permanecen inalteradas frente a una transformacion confor-
me.

Definicién 14.3 Curvas de nivel son aquellas sobre las cuales H(z,y) = cte.

Haciendo el cambio de variable: = x(u,v) e y = y(u,v), si originalmente tenfamos
H(z,y) = cte., ahora tenemos que H[z(u,v),y(u,v)] = cte.

A W

T, V

X

<

Z

Figura 14.7: Mapeo de una condicién de borde.

La condicién se traslada al problema transformado.

Si la derivada normal de H se anula a lo largo de alguna curva en z entonces la derivada
normal, expresada en términos de u y v, también se anula a lo largo de la curva correspon-
diente en w.

. 0H . OH Ov 0OH Ou
Ejemplo En z tenemos — = 0 implica que en w tenemos —— + —— = 0.
ox Oov 0r  Ou Ox
Veamoslo con —, la derivada normal. Para ello consideremos las siguientes propiedades

n
del gradiente de una funcién H(z,y).
i) La direccién del vector gradiente de H(z,y) es aquella en la cual esta funcién varia més
rapido.
i) La magnitud del vector gradiente es el valor de aquella méxima variacion.

iii) La proyeccién del vector gradiente de H en una determinada direccién es la derivada
direccional de la funciéon H en tal direccion. En particular

- OH -~ OH
VH 3 =-— VH-§=—
x ax7 y ay?

por lo tanto podemos escribir en z,
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iv) El gradiente es perpendicular a la curva de nivel H = cte. en cada punto, en efecto

OH 0H - -
H(z,y) = cte. implica dH = a—dm + a—dy = VH - dr' =0 implica que VH es perpen-
w Y

dicular a las curvas de nivel.

Supongamos que la derivada normal de H(z,y) es igual a cero sobre alguna curva C, es

H
decir, d— = 0 sobre C.
dn

A W

v H=c

Y

Figura 14.8: Curvas ortogonales.

Puesto que T es la proyeccién de VH sobre la normal, la normal sobre C' debe ser
n

perpendicular a VH sobre todo punto de la curva. Por lo tanto, la tangente a C' coincide
con el gradiente y usando la ultima propiedad enumerada del gradiente C' es ortogonal a las
curvas de nivel H(z,y) = c. La imagen S de C' es, bajo transformacién conforme, ortogonal
a las curvas de nivel

H[m(u, U)v y<u7 U)] =C,

que son las imégenes de H(z,y) = c. Por lo tanto, la derivada normal de H en w, sobre la
curva S, debe ser igual a cero.
De todo lo anterior podemos formular el siguiente teorema:

Teorema 14.3 Bajo una transformaciéon z = f(w), donde f es analitica y f'(w) # 0, las

condiciones de borde de los tipos H = ¢ 6 = 0, sobre una funciéon armoénica H, donde
n

¢ = cte. permanecen inalteradas.

Ejemplo Consideremos la funciéon armoénica

ety
La transformacién z = e* implica x + iy = e = e“e™ es decir
T =e'cosv

2 2 2u
—> I —|— = e
y = e senv } y ’
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W

Y

Figura 14.9: Mapeo de una particular condicién de borde.

luego
e' cosv

H=2—¢e"cosv +
e2u

=2—e"cosv+e “cosv ,
para la imagen de la circunferencia 2% + y? = 1, que corresponde a la recta u = 0, se tiene
H=2—cosv+cosv=2.

Vemos que la condicién H = 2 sobre el contorno 2% + y? = 1 se mantiene sobre su imagen
u =0 en el plano w.

14.5. Aplicaciones de la representacién conforme.

Sélido con conductividad térmica k.
y - Flujo estacionario de calor, la Tempera-
tura en el interior del sélido, T'= T'(z,y),

satisface
*T  O°T
— 4+ —=0. 14.2
ox? + oy? ( )

X
Es decir, T" es una funcién arménica de x,
Figura 14.10: Geometria del sélido. y en el dominio definido por el interior del

solido.
Definicién 14.4 Las curvas isotérmicas satisface T'(x,y) = ¢, con ¢ una constante. Estas

son las curvas de nivel de la funcién T'. Claramente VT es perpendicular a la isotérmica.

Si S(z,y) es la funcién arménica conjugada de T'(z,y), entonces las curvas S(z,y) = ¢
tiene a los vectores gradientes como sus tangentes, estas curvas son las lineas de flujo.

F(z,y) =T(z,y) +iS(x,y) (14.3)

Tal que Re[F| = cte. corresponden a las isotérmicas y Im[F| = cte. corresponden a las lineas
de flujo de calor.
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T(xy)=c

isotérmici lineas de flujo

Sxy)=c

Figura 14.11: Curvas ortogonales.

14.5.1. Temperaturas estacionarias en una pared semi-infinita.

Debemos determinar 7'(x,y) con las K
condiciones de borde dada en la figura 14.12. y -0
La funcién T'(z,y) estd acotada en toda
esta regién, en particular para y — oo.

{ti T=0
El problema matemaéatico a resolver es T:ON( .
el siguiente:
o0*’T 0°T T T
P, (er<fon L

Con las condiciones de borde

T T
TQ_,)ZTQ3>=0, >0,
50y 5y y

Figura 14.12: Pared semi-infinita.

T(z,0)=1, <—g<x<g,y>0> ,

| T(z,y)| <M , con M = cte.

Tal que T" — 0 cuando y — oc.

Estamos frente a un problema de Dirichlet para un franja semi-infinita. Las condiciones
son del tipo T' = ¢, invariantes frente a transformaciones conformes. Es dificil descubrir una
funcion analitica cuya parte real o imaginaria satisfaga las condiciones de borde senaladas
arriba. Realizaremos entonces una transformacion conforme para obtener una regiéon y un
problema suficientemente simple de modo que la funcién buscada resulte evidente.

Consideremos la transformacién z’ = sen(z) = senx coshy + i cos x senh y

Ahora usando la transformacion

!/

Z+1

w = Log :Logﬂjti(@l—ég), 0<b,<m0<by<m. (14.4)
T2

Una funcién arménica de u, v que es igual a cero para v = 0, igual a uno para v = 7y
acotada en la franja es claramente,

T== 14.5
—v, (14.5)

ya que corresponde a la parte imaginaria de la funcién analitica f(w) =

e
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o Erm @

c/ Z
T=0 T=0 \ ]
rl/ﬁ
\\ /< }/isoterma
X 6, 1 X
-w2 T=1 w2 T=0 -1 T=1 1 T=0

Figura 14.13: Transformaciéon conforme.

=1 i

T=0 =0 U

Figura 14.14: Transformacién conforme w = Log[(z' — 1)/(z' + 1)].

Combinando a las coordenadas z’ e ¢’ del plano 2’ por medio de la transformacion

2 —1 2 —1 2 —1
=L =L A 14.6
v & °8 Z’%—l‘—kZ R (14.6)
tenemos que
xl_l_'_zyl x12+y12_1+2iyl
v=Ang| —— | = ,
:U/‘i' 1 +2yl (xl + 1)2 +y/2
o bien
2y
v=arctan (| —— —— | ,
x?+y?—1
donde la funcion arctan va entre 0 y 7 puesto que
2 —1
A =60,—80
ng o+ 1 1 25
y los angulos son los indicados en la figura 14.13. Luego
1 2y’
T = —arct — ] . 14.7
—arctan (x’2+y’2—1) ( )

/

Z — v

La transformacion w = Log T es analitica en y’ > 0. Puesto que la funciéon T' = — es
z s

analitica en la franja, la funcién (14.7) debe ser arménica en y' > 0. Las condiciones de borde

deben ser las mismas en las partes correspondientes de los bordes.
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Isotermas del plano 2’: la condicién T'= ¢ con 0 < ¢ < 1, tenemos

2
x/2+y/2_—y1_1:07
tan e

las cuales corresponden a circunferencias con centro en el eje ¥’ y que pasan por los puntos
(+1,0).
Volviendo al problema original, z’ = sen z luego tenemos

2’ = senx coshy

/
Yy = cosxsenhy ,

luego
2 h
T(z,y) = — arctan ( 2cosxsen Y 5 )
s sen? x cosh” y + cos? zsenh”y — 1
1 2 cos x senh y
= —arctan 3 3 3
s cosh” — cos? z(cosh” y — senh”y) — 1
1 ( 2 cos x senh y )
= — arctan 5
T senh” y — cos?
1 ( 2 cos -/ senh? x >
= —arctan 5 |
@ 1 — (cosx/senhy)
finalmente
T(z,y) = — arctan s 0<T<1 (14.8)
Y senhy ’ - T '
Puesto que sen z es analitica la transformacién 2z’ = senz asegura que la funcién (14.8)

serd armonica en la franja —7/2 < x < 7/2, y > 0. Ademds, se mantendran las condiciones
de borde. Mas aun, | T(z,y) | <1 en la franja. Por lo tanto, (14.8) es la funcién buscada.
Las isotermas corresponden a 1" = ¢ es decir dado (14.8)

ye
cosx = tan ) senhy |

cada una de las cuales pasa por los puntos (£7/2,0). La lineas de flujo S(z,y) = cte., con S
la funcién arménica conjugada de T'(x,y).
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Capitulo 15

Ecuaciones diferenciales.

versién final 2.1 7 de Julio del 2003!

15.1. Ecuaciones diferenciales parciales, caracteristicas
y condiciones de borde.

En Fisica el conocimiento de la fuerza en una ecuacién de movimiento usualmente conduce
a una ecuacion diferencial. Por lo tanto, casi todas las partes elementales y numerosas par-
tes avanzadas de la Fisica tedrica estan formuladas en términos de ecuaciones diferenciales.
Algunas veces son ecuaciones diferenciales ordinarias en una variable (ODE). Mds a menudo
las ecuaciones son ecuaciones diferenciales parciales (PDE) en dos o més variables.

Recordemos que la operacion de tomar una derivada ordinaria o parcial, es una operacion
lineal® (L)

d(ap(z) +by(x)) _ dp dip

. =gy T

para ODE que involucran derivadas en una variable x solamente y no cuadraticas, (di/dz)?,
o potencias mayores. Similarmente, para derivadas parciales,

dap(r,y) +b(z,y)) aaw(w,y) +b3¢(l’,y) '

ox ox ox
En general
L(ap + b)) =al(p)+bL(Y) . (15.1)
Asi, las ODE y las PDE aparecen como ecuaciones de operadores lineales
L(y)=F,

donde F' es una funcién conocida de una (para ODE) o més variables (para PDE), £ es una
combinacion lineal de derivadas, ¢ es una funcién o soluciéon desconocida. Cualquier combi-
nacion lineal de soluciones es de nuevo una solucion; esto es el principio de superposicion.

1Este capitulo estd basado en el octavo capitulo del libro: Mathematical Methods for Physicists, fourth
edition de George B. Arfken & Hans J. Weber, editorial ACADEMIC PRESS.

2Estamos especialmente interesados en operadores lineales porque en mecdnica cudntica las cantidades
fisicas estan representadas por operadores lineales operando en un espacio complejo de Hilbert de dimension
infinita.

203
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Ya que la dinamica de muchos sistemas fisicos involucran sélo dos derivadas, e.g., la ace-
leracién en mecdnica clésica y el operador de energfa cinética, ~ V2, en mecénica cudntica,
las ecuaciones diferenciales de segundo orden ocurren més frecuentemente en Fisica. [Las
ecuaciones de Maxwell y de Dirac son de primer orden pero involucran dos funciones des-
conocidas. Eliminando una incégnita conducen a una ecuacién diferencial de segundo orden
por la otra.]

15.1.1. Ejemplos de PDE.

Entre las PDE més frecuentemente encontradas tenemos:

1. La ecuacién de Laplace, V21 = 0. Esta ecuacién muy comin y muy importante aparece
en el estudio de

a. Fenomenos electromagnéticos incluyendo electroestaticos, dieléctricos, corrientes esta-
cionarias y magnetoestatica.

b. Hidrodindmica (flujo irrotacional de liquidos perfectos y superficies de ondas).
c. Flujo de calor.

d. Gravitacién.

2. La ecuacién de Poisson, V?y = —47p. En contraste a la ecuacién homogénea de Laplace,
la ecuacién de Poisson es no homogénea con un término de fuente —4mp.

3. Las ecuaciones de onda (Helmholtz) y las ecuaciones de difusién tiempo independiente,
V2 & k% = 0. Estas ecuaciones aparecen en fenémenos tan diversos como
a. Ondas elésticas en sélidos, incluyendo cuerdas vibrantes, barras y membranas.
b. En sonido o acustica.
c. En ondas electromagnéticas.

d. En reactores nucleares.

4. La ecuacion de difusion tiempo dependiente

1 0y
Vi = ==,
4 a? ot
5. Las ecuaciones de onda tiempo dependiente,
1 0%
V2 = ——— .
v c2 Ot?

La forma cuadridimensional que involucra el D’Alembertiano, un andlogo cuadridimensio-
nal del Laplaciano en el espacio Minkowski,

c2 Ot?

Luego las ecuaciones de onda tiempo dependiente quedan 9%y = 0.

0"9, = 0 =
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La ecuacién del potencial escalar, 9*¢) = 4mp. Como la ecuacién de Poisson esta ecuacién
es no homogénea con un término de fuente 4mp.

La ecuacién de Klein-Gordon, 8% = —u?, v las correspondientes ecuaciones vectoriales
en las cuales la funcién escalar 1 es reemplazada por una funcién vectorial. Otras formas
complicadas son comunes.

La ecuacién de onda de Schrodinger,

B, o
—5 VAV =i

h2
— oV VY = B,
2m
para el caso tiempo independiente.
Las ecuaciones para ondas eldsticas y liquidos viscosos y la ecuacién telegréfica.

Ecuaciones diferenciales parciales acopladas de Maxwell para los campos eléctricos y
magnéticos son aquellas de Dirac para funciones de ondas relativistas del electron.

Algunas técnicas generales para resolver PDE de segundo orden son discutidas en esta

seccion:

1.

Separacion de variables, donde el PDE es separada en ODEs que estan relacionadas
por constantes comunes las cuales aparecen como autovalores de operadores lineales,
L) = I, usualmente en una variable. La ecuacion de Helmholtz dada como ejemplo
3 anteriormente tiene esta forma, donde el autovalor k% puede surgir por la separacién
del tiempo t respecto de las variables espaciales. Como en el ejemplo 8, la energia E es
el autovalor que surge en la separacion de t respecto de 7 en la ecuaciéon de Schrodinger.

Conversiéon de una PDE en una ecuacién integral usando funciones de Green que se
aplica a PDE no homogéneas tales como los ejemplos 2 y 6 dados mas arriba.

Otros métodos analiticos tales como el uso de transformadas integrales que seran desa-
rrolladas en el préoximo curso.

Calculo numérico. El desarrollo de los computadores ha abierto una abundancia de
posibilidades basadas en el calculo de diferencias finitas. Aqui también tenemos los
métodos de relajacion. Métodos como Runge-Kutta y predictor-corrector son aplicados
a ODEs.

Ocasionalmente, encontramos ecuaciones de orden mayor. En ambos la teoria del movi-

miento suave de un liquido viscoso y la teoria de un cuerpo elastico encontramos la ecuacion

(V) =0.

Afortunadamente, estas ecuaciones diferenciales de orden mas altos son relativamente raras
y no son discutidas en una etapa introductoria como esta.
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Aunque no son tan frecuentemente encontrados y quizas no son tan importantes como
las ecuaciones diferenciales de segundo orden, las ecuaciones diferenciales de primer orden
aparecen en Fisica tedrica y algunas veces son pasos intermedios para ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Las soluciones de algunos de los tipos més importantes de ODE de primer
orden son desarrollados en la seccién 15.2. Las PDEs de primer orden siempre pueden ser
reducidas a ODEs. Este es un proceso directo pero lento e involucra una busqueda para las
caracteristicas que son presentadas brevemente mas adelante.

15.1.2. Clases de PDE y caracteristica.

Las PDEs de segundo orden forman tres clases:
(i) Las PDEs elipticas que involucran V? o ¢29?/0t* + V2.
(i) Las PDEs parabdlica, ad/ot — V2.
(i) Las PDEs hiperbdlica, ¢20%/0t* — V2.

Estos operadores canénicos aparecen por un cambio de variables £ = {(z,y), n = n(z,y)
en un operador lineal (para dos variables sélo por simplicidad)
0? 0? 0?

0 0
=a— +2b — 4+ d— — 15.2
£ ey + Oxdy + C@yQ * Ox * eay A (15:2)

la cual puede ser reducida a las formas canonicas (i), (ii), (iii) de acuerdo a si el discriminante
D=ac—1">0,=00<0.Si&(z,y) es determinada a partir de la ecuacién de primer
orden, pero no lineal, PDE

o6 \* o€\ (0¢ o\

(ax) +2b(a$> (ay>+c<8y) —0, (15.3)
donde los términos de més bajo orden en £ son ignorados, entonces los coeficientes de 92 /0¢?
en L es cero (i.e., ecuacién (15.3)). Si 7 es una solucién independiente de la misma ecuacién
(15.3), entonces el coeficiente de §?/0n* también es cero. El operador remanente 92 /9£9n en
L es caracteristico del caso hiperbdlico (iii) con D < 0, donde la forma cuadratica aA\*+2bA\+c
es factorizable y, por lo tanto, la ecuacién (15.3) tiene dos soluciones independientes &(x,y),
n(x,y). En el caso eliptico (i) con D > 0 las dos soluciones &, i son complejos conjugados los
cuales, cuando se sustituyeron en la ecuacién (15.2), remueven la derivada de segundo orden
mezclada en vez de los otros términos de segundo orden produciendo la forma canénica (i).
En el caso parabdlico (i) con D = 0, solamente 9*/9€? permanece en £, mientras que los
coeficientes de las otras dos derivadas de segundo orden se anulan.

Si los coeficientes a, b, ¢ en £ son funciones de las coordenadas, entonces esta clasificacién
es solamente local, i.e., su tipo podria cambiar cuando las coordenadas varian.

[ustremos la fisica implicita en el caso hiperbdlico mirando la ecuacién de onda (en 1 +
1 dimensiones por simplicidad)

1 9 0?
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Ya que la ecuacién (15.3) se convierte en

2 2
<%) —c? <%) = (% — cﬁ) (% + c%) =0, (15.5)
ot Ox ot Ox ot Ox
y es factorizable, determinamos la solucién de 9¢/0t — c0&/0x = 0. Esta es una funcién
arbitraria £ = F(x + ct), y £ = G(x — ct) resuelve 0§/0t + cO&/0x = 0, la cual se verifica
rapidamente. Por superposicién lineal una solucién general de la ecuacién (15.4) es la suma
Y = F(x + ct) + G(z — ct). Para funciones periédicas F, G reconocemos los argumentos
x + ct y x — ct como la fase de la onda plana o frente de ondas, donde las soluciones de la
ecuacién de onda (15.4) cambian abruptamente (de cero a sus valores actuales) y no estan
unicamente determinadas. Normal al frente de onda estan los rayos de la 6ptica geométrica.
De este modo, las soluciones de la ecuacién (15.5) o (15.3) més generalmente, son llamadas
caracteristicas o algunas veces bicaracteristicas (para PDE de segundo orden) en la literatura
matematica corresponde a los frente de ondas de la solucién de la optica geométrica de la
ecuacion de onda completa.
Para el caso eliptico consideremos la ecuacion de Laplace

Py 0%
9 + 8_y2 =0, (15.6)
para un potencial ¢ de dos variables. Aqui la ecuacién caracteristica es
0e\? (0e\?  [o¢ 0¢\ (0 .O¢
h) 2 = (=22 ) ([ =22 ) = 15.
(8x> i (8@/) Ox —H(‘?y Ox Zé’y 0 (157)

tiene soluciones complejas conjugadas: £ = F(x + iy) para 0§/0x + i0§/0y = 0y £ =
G(z —iy) para 0 /0x —i0& /0y = 0. Una solucién general de la ecuacién de potencial (15.6)
es por lo tanto ¢ = F(x + iy) + iG(x — iy) Tanto la parte real como la imaginaria de 1,
son llamadas funciones armdnicas, mientras que las soluciones polinomiales son llamadas
polinomios armonicos.

En mecénica cudntica la forma de Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) de ¢ = exp(—iS/h)
para la solucion de la ecuacién de Schroedinger

W s o
_ = 15.
( 2mv —i—V)w m@t’ (15.8)
conduce a la ecuacion Hamilton-Jacobi de la mecanica clasica,
1 =9 oS
— = 15.
2m(VS) +V i (15.9)

en el limite A — 0. La accion clasica de S entonces llega a ser la caracteristica de la ecuacion
de Schréedinger. Sustituyendo Vi = —iwﬁS/h, 0y /0t = —ip0S/0t/h en la ecuacion (15.8),
dejando la totalidad de los factores de v no nulos, y aproximando el Laplaciano V2 =
—ipV2S/h — p(VS)? /h? ~ —p(VS)?, i.e., despreciando —iV?y/h, realmente obtenemos la
ecuacion (15.9).

Resolver las caracteristicas es una de las técnicas generales de encontrar las soluciones
de PDE. Para mas ejemplos y tratamientos detallados de las caracteristicas, las cuales no
perseguimos aqui, nos referimos a H. Bateman, Partial Differential Equations of Mathematical
Physics. New York: Dover (1994); K.E. Gustafson, Partial Differential Equations and Hilbert
Space Methods, 2nd ed. New York: Wiley (1987).



208 CAPITULO 15. ECUACIONES DIFERENCIALES.

15.1.3. Las PDE no lineales.

Las ODEs y PDEs no lineales son un campo importante y de rapido crecimiento. Encon-

tramos mas arriba la ecuacién de onda lineal mas simple

0 0

W L9y,

ot Ox
como la PDE de primer orden a partir de la caracteristica de la ecuacién de onda. La ecuacion
de onda no lineal mas simple

oy oY

o C(W% =

resulta si la velocidad local de propagacion, ¢, no es constante sino que depende de la onda ).
Cuando una ecuacién no lineal tiene una solucién de la forma ¢(z,t) = A cos(kx —wt), donde
w(k) varia con k tal que w”(k) # 0, entonces ella es llamada dispersiva. Quizas la ecuacién
dispersiva no lineal méas conocida de segundo orden es la ecuacion de Korteweg-de Vries

0, (15.10)

Tt = =0, (15.11)

la cual modela la propagacién sin pérdidas de las ondas de agua superficiales y otros fenéme-
nos. Esta es ampliamente conocida por sus soluciones soliton. Un solitén es una onda viajera
con la propiedad de persistir a través de una interaccién con otro soliton: después de que
ellos pasan uno a través del otro, ellos emergen en la misma forma y con la misma velocidad
y no adquieren mas que un cambio de fase. Sea 1({ = x — ct) tal onda viajera. Cuando es
sustituida en la ecuacién (15.11) esta produce la ODE no lineal

dp  d3
—¢)—+—-—7=0 15.12
la cual puede ser integrada dando
d*i )2
o) — — | 15.1
T c i (15.13)

No hay constantes de integracién aditivas en la ecuacién (15.13) para asegurar que se sa-
tisfaga la condicion d*y/d€? — 0 con 1 — 0 para £ grande, tal que 1) esta localizado en
la caracteristica £ = 0, o z = ct. Multiplicando la ecuacién (15.13) por dip/d¢ e integrando

nuevamente tenemos
dip\ 2 , P
— = - — 15.14

donde dy/d§ — 0 para £ grande. Tomando la raiz de la ecuacién (15.14) e integrando una
vez mas encontramos la solucién solitonica

3¢
5 ( T — ct> '
cosh” | y/c 5

W(x —ct) = (15.15)
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15.1.4. Condiciones de borde.

Usualmente, cuando conocemos un sistema fisico en algiin momento y la ley que rige ese
proceso fisico, entonces somos capaces de predecir el desarrollo subsecuente. Tales valores ini-
ciales son las mas comunes condiciones de borde asociadas con ODEs y PDEs. Encontrando
soluciones que calcen con los puntos, curvas o superficies dados correspondientes al problema
de valores de contorno. Las autofunciones usualmente requieren que satisfagan ciertas condi-
ciones de borde impuestas (e.g., asintéticas). Estas condiciones pueden ser tomadas de tres
formas:

1. Condiciones de borde de Cauchy. El valor de una funcién y su derivada normal es-
pecificada en el borde. En electroestatica estas significarian ¢, el potencial, y F, la
componente normal del campo eléctrico.

2. Condiciones de borde de Dirichlet. El valor especifico en el borde.

3. Condiciones de borde de Neumann. La derivada normal (gradiente normal) de una
funcién especifica en el borde. En el caso electrostatico este seria E,, y por lo tanto o,
la densidad de carga superficial.

Un resumen de las relaciones de estos tres tipos de condiciones de borde con los tres tipos
de ecuaciones diferenciales parciales bidimensionales estan dadas en la tabla 15.1. Para discu-
siones mas extensas de estas ecuaciones diferenciales parciales puede consultar Sommerfeld,
capitulo 2, o Morse y Feshbach, capitulo 6.

Partes de la tabla 15.1 son simplemente un asunto de mantener la consistencia interna, o
sentido comun. Por ejemplo, para la ecuacion de Poisson con una superficie cerrada, las con-
diciones de Dirichlet conducen a una solucién unica y estable. Las condiciones de Neumann,
independiente de las condiciones de Dirichlet, del mismo modo conducen a una solucién tnica
y estable independiente de la solucion de Dirichlet. Por lo tanto las condiciones de borde de
Cauchy (lo que significa la de Dirichlet més la de Neumann) conducen a una inconsistencia.

El término de condiciones de borde incluye como un caso especial el concepto de condi-
ciones iniciales. Por ejemplo, especificando la posicion inicial xg y la velocidad inicial vy en
algunos problemas de dinamica corresponderia a condiciones de borde de Cauchy. La tnica
diferencia en el presente uso de las condiciones de borde en estos problemas unidimensionales
es que estamos aplicando las condiciones en ambos extremos del intervalo permitido de la
variable.

15.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden.

La fisica involucra algunas ecuaciones diferenciales de primer orden, ellas fueron estudia-
das en el primer curso. Por completitud parece ser deseable revisarlas brevemente.
Consideremos aqui ecuaciones diferenciales de la forma general

dy

%:f(lﬁy):_

(15.16)
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Condiciones Tipo de ecuacién diferencial parcial
de borde Elipticas Hiperbdlicas Parabolicas
Laplace, Poisson Ecuacion de Ondas Ecuacién de difusién
en (z,y) en (x,t) en (x,t)
Cauchy
Superficie Abierta  Resultados no fisicos Solucion iunica Demasiado
(inestabilidades) y estable restrictivo
Superficie Cerrada Demasiado Demasiado Demasiado
restrictivo restrictivo restrictivo
Dirichlet
Superficie Abierta Insuficiente Insuficiente Solucion unica y
estable en 1 dim
Superficie Cerrada  Solucion unica Solucién no Demasiado
y estable Unica restrictivo
Neumann
Superficie Abierta Insuficiente Insuficiente Solucion unica y

estable en 1 dim

Superficie Cerrada  Solucion inica Solucién no Demasiado
y estable Unica restrictivo
Cuadro 15.1:

La ecuacién (15.16) es claramente una ecuacién de primer orden ordinaria. Es de primer
orden ya que contiene la primera derivada y no mayores. Es Ordinaria ya que la derivada
dy/dz es una derivada ordinaria o total. La ecuacién (15.16) puede o no puede ser lineal,
aunque trataremos el caso lineal explicitamente mas adelante.

15.2.1.

Variables separables.

Frecuentemente la ecuacién (15.16) tendrd la forma especial

dz

Entonces la podemos reescribir como
P(xz)dr 4+ Q(y)dy =0 .

Integrando de (xo,%0) a (x,y) tiende a

/x P(a')da’ + /y y Qy)dy =0 .

@:f($ay):

P(x)
Qly)

(15.17)

(15.18)

Ya que los limites inferiores x( e yo contribuyen en unas constantes, podriamos ignorar los
limites inferiores de integracion y simplemente anadir una constante de integracion al final.
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Note que esta técnica de separacion de variables no requiere que la ecuacion diferencial sea
lineal.

Ejemplo Ley de Boyle.
Una forma diferencial de la ley de los gases de Boyle es

av v

dP P’
para el volumen V de una cantidad fija de gas a presién P (y temperatura constante). Sepa-
rando variables, tenemos

av._ dpP

V P

InV=-mP+C.

Con dos logaritmos presentes, es mas conveniente reescribir la constante de integracién C
como In k. Entonces
InV+4+InP=mPV=Ink

PV =k.

15.2.2. Ecuaciones diferenciales exactas.

Reescribimos la ecuacién (15.16) como
P(z,y)dz + Q(x,y)dy =0 . (15.19)

Esta ecuacion se dice que es exacta si podemos calzar el lado izquierdo de ella a un diferencial
dp,

dp = g—idx + g—jdy . (15.20)

Ya que la ecuacién (15.19) tiene un cero a la derecha, buscamos una funcién desconocida
¢(x,y) = constante, tal que dy = 0. Tenemos (si tal funcién ¢(z,y) existe)

_ 0o, Oy
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = ——dw + 5y (15.21)
’ 9 0
p p
- =r = . 15.22
5~ L@y, 9 Q(z,y) (15.22)

La condicion necesaria y suficiente para que la ecuacién sea exacta es que la segunda derivada
parcial mezclada de ¢(x,y) (supuesta continua) es independiente del orden de diferenciacién:

9 2
o _ OP(wy) _0Qw.y) _ P (15.23)
dydx dy ox 0x0y
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Si la ecuacion (15.19) corresponde a un rotor (igual cero), entonces un potencial, ¢(x,y),
debiera existir.
Si ¢(x,y) existe entonces a partir de las ecuaciones (15.19) y (15.21) nuestra solucion es

olx,y)=C . (15.24)

Podemos construir ¢(z,y) a partir de sus derivadas parciales de la misma manera que cons-
truimos un potencial magnético vectorial en el capitulo de vectores a partir de su rotor.

Podemos volver a la ecuacién (15.19) y ver qué pasa si no es exacta: la ecuacién (15.23)
no es satisfecha. Sin embargo, siempre existe al menos una o quizas una infinidad de factores
de integracién, a(z,y), tales que

Oé(ZE, y)P(JZ,y)d!L‘ + CY(ZL‘, y)Q(Ivy)dy =0

es exacta. Desafortunadamente, un factor de integracién no siempre es obvio o facil de en-
contrar. Diferente es el caso de la ecuacion diferencial de primer orden lineal considerada a
continuacion, no hay una manera sistematica de desarrollar un factor de integracion para la
ecuacion (15.19).

Una ecuacion diferencial en la cual las variables han sido separadas es automaticamente
exacta. Una ecuacién diferencial exacta no es necesariamente separable.

15.2.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden linea-
les.

Si f(z,y) en la ecuacién (15.16) tiene la forma —p(x)y+¢(x), entonces la ecuacién (15.16)
se convierte en p
4 ple)y = qlx) (15.25)
La ecuacién (15.25) es la ODE de primer orden lineal més general. Si ¢(x) = 0, la ecuacién
(15.25) es homogénea (en y). Un ¢(z) distinto de cero puede representar una fuente o un
término de forzamiento. La ecuacién (15.25) es lineal; cada término es lineal en y o dy/dx.
No hay potencias mayores; esto es, no hay y?, ni productos, y(dy/dz). Note que la linealidad
se refiere a y y a la dy/dz; p(x) y q(x) no es necesario que sean lineales en z. La ecuacién
(15.25), es la mas importante de estas ecuaciones diferenciales de primer orden para los fisicos
y puede ser resuelta exactamente.

Busquemos un factor de integracion o(x) tal que

dy

alz)- -+ alz)p(@)y = a(z)q(z) , (15.26)
puede ser reescrito como ;
%[a(x)y] = a(z)q(x) . (15.27)

El propésito de esto es hacer el lado izquierdo de la ecuacién (15.25) una derivada total que
pueda ser integrada por inspeccién. Esto también, incidentalmente, hace la ecuacién (15.25)
exacta. Expandiendo la ecuacién (15.27), obtenemos

o) 2 1 00 — a(a)g(a)
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La comparacién con la ecuacién (15.26) muestra que debemos requerir que

do(z)
dz

= a(x)p(x) . (15.28)

Aqui hay una ecuacién diferencial para «(x), con las variables av y = separables. Separamos
variables, integramos, y obtenemos

az) = exp [ / () d:c'} (15.29)

como nuestro factor de integracion.
Con «(z) conocida procedemos a integrar la ecuacién (15.27). Esto, por supuesto, fue el
objetivo de introducir « en primer lugar. Tenemos

/ ’ %[&(wy] do’ = / Co(e (o) do’

Ahora integrando por inspeccion, tenemos

a(z)y = /x a(z")g(2") da" + C .

Las constantes a partir del limite inferior de integracion constante son reunidas en la constante
C. Dividiendo por «a(z), obtenemos

y(z) = ﬁ { / "ol )q(e') do’ + o} |

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (15.29) por a conduce

y(z) = exp [— / “o(t) dt} { / " exp [ / () dt} o(s) ds+0} | (15.30)

Aqui las variables mudas de integracion han sido reescritas para hacerlas inambiguas. La
ecuacién (15.30) es la solucién general completa de la ecuacién diferencial lineal, de primer
orden, la ecuacién (15.25). La porcién

() = Cexp {— / () dt] (15.31)

corresponde al caso g(x) = 0 y es solucién general de la ecuacién diferencial homogénea. El
otro término en la ecuacion (15.30),

y(z) = exp {— / o) dt} / " exp { / () dt} q(s)ds | (15.32)

es una solucién particular que corresponde al término especifico de fuente g(x).

Podemos notar que si nuestra ecuacién diferencial de primer orden es homogénea (¢ = 0),
entonces ella es separable. De lo contrario, salvo casos especiales tal como p =constante,
g =constante, o ¢(x) = ap(x), la ecuacién (15.25) no es separable.
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Ejemplo Circuito RL.

Para un circuito resistencia-inductancia las leyes de Kirchhoff producen

a1 (1) _
L= 2+ RI() = V(1) |

para la corriente I(t), donde L es la inductancia y R es la resistencia, ambas constantes. V (t)
es el voltaje aplicado tiempo dependiente.
De la ecuacién (15.29) nuestro factor de integraciéon «(t) es

t
at) = exp/ %dt

_ GRH/L

Entonces por la ecuacion (15.30)

t
I(t) = e /E [ / eRf/L—Vét) dt+6’} )

con la constante C' es determinada por una condicién inicial (una condicién de borde).
Para el caso especial V (t) = Vj, una constante,

Vo L
It:—Rt/L _0_
(t) =e TR

W

_ 29 Cth/L'
R—i— e

e 4 C}

Si la condicidn inicial es 1(0) = 0, entonces C' = =V, /Ry

1) =2 [ e

15.2.4. Conversiéon a una ecuacion integral.

Nuestra ecuacién diferencial de primer orden, ecuacién (15.16), puede ser convertida a
una ecuacion integral por integraciéon directa:

y(z) — y(ao) = / " fly(@)) de | (15.33)

Como una ecuacién integral hay una posibilidad de una solucién en serie de Neumann (se
verd en el préximo curso) con la aproximacién inicial y(x) ~ y(zo). En la literatura de
ecuaciones diferenciales esto es llamado el “método de Picard de aproximaciones sucesivas”.

Ecuaciones diferenciales de primer orden las encontraremos de nuevo en conexioén con las
transformadas de Laplace y de Fourier.



15.3. SEPARACION DE VARIABLES. 215

15.3. Separacién de variables.

Las ecuaciones de la fisica matematica listada en la seccién 15.1 son todas ecuaciones dife-
renciales parciales. Nuestra primera técnica para su solucion es dividir la ecuacién diferencial
parcial en n ecuaciones diferenciales ordinarias de n variables. Cada separacién introduce
una constante de separacion arbitraria. Si tenemos n variables, tenemos que introducir n — 1
constantes, determinadas por las condiciones impuestas al resolver el problema.

15.3.1. Coordenadas cartesianas.

En coordenadas cartesianas las ecuaciones de Helmholtz llegan a ser

0 P PP,
97 + Iy + 9.2 +Ek*) =0, (15.34)

usando la forma cartesiana para el Laplaciano. Por el momento, k? serd una constante. Quizas
la manera mas simple de tratar una ecuacién diferencial parcial tal como la ecuacién (15.34)
es dividirla en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto puede ser hecho como
sigue. Sea

b(x,y,2) = X(2)Y (y)2(2) , (15.35)

y sustituir de vuelta en la ecuacion (15.34). ; Cémo sabemos que la ecuacion (15.35) es valida?.
La respuesta es muy simple: jNo sabemos si es valida!l. Mejor dicho, estamos procediendo en
este espiritu y tratando de ver si trabaja. Si nuestro intento es exitoso, entonces la ecuacion
(15.35) serd justificada. Si no es exitoso, lo descubriremos pronto y luego trataremos otro
ataque tal como las funciones de Green, transformadas integral, o analisis numérico a la
fuerza bruta. Con 1 supuestamente dada por la ecuacién (15.35), la ecuacién (15.34) llega a
ser

A2 X A2y VA
YI—— + X7— + XY—— +k’XYZ=0. 15.
T3 + e + e + 0 (15.36)

Dividiendo por ¢ = XY Z y rearreglando los términos, obtenemos

2 2 2
lﬁ:_kQ_ld_Y_ld_Z ) (15.37)
X dx? Y dy? 7 dz?

La ecuacién (15.37) exhibe una separacién de variables. El lado izquierdo es sélo funcién de
x, mientras que el lado derecho depende solamente de y y z. Asi la ecuacién (15.37) es una
clase de paradoja. Una funcién de = es igualada a una funcién de y y z, pero x, y y z son todas
coordenadas independientes. Esta independencia significa que el comportamiento de  como
una variable independiente no esta determinada ni por y ni por z. La paradoja esta resuelta
fijando cada lado igual a una constante, una constante de separacién. Escogemos®

12X
S 15.
S : (15.38)

3La eleccién de signo es completamente arbitraria, sera fijada en un problema especifico por la necesidad
de satisfacer las condiciones de borde.
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1d?Y 1d°Z
2 2
e S 15.
K Y dy? 7 dz? ! (15.:39)

Ahora, volviendo nuestra atencién a la ecuacién (15.39), obtenemos

1 d?Y , . 1d2Z

— 15.4
742 (15.40)

y una segunda separacién ha sido realizada. Aqui tenemos una funciéon de y igualada a una

funcién de z y aparece la misma paradoja. La resolvemos como antes igualando cada lado a

otra constante de separacién, —m?,

1 &Y ,

—— = — 15.41
1 d*Z
EW = —k'2 + l2 + m2 = —n2 s (1542)

introduciendo una constante n? por k? = [ + m? + n? para producir un conjunto simétrico
de ecuaciones. Ahora tenemos tres ecuaciones diferenciales ordinarias ((15.38), (15.41), y
(15.42)) para reemplazar en la ecuacién (15.34). Nuestra suposicién (ecuacién (15.35)) ha
sido exitosa y es por lo tanto justificada.

Nuestra solucion seria etiquetada de acuerdo a la eleccion de nuestras constantes [, m, n,
esto es,

Yimn (@, Y, 2) = Xi(2)Yin(y) Zn(2) - (15.43)

Sujeto a las condiciones del problema que se resuelve y a la condiciéon k? = % + m? + n?,
podemos escoger [, m, n como queramos, y la ecuacién (15.43) serd todavia una solucién de
la ecuacion (15.34), dado que X;(x) es una solucién de la ecuacién (15.38) y asi seguimos.
Podemos desarrollar la solucién més general de la ecuacién (15.34) tomando una combinacién
lineal de soluciones ¥y,

U =" tmntmn - (15.44)

l,m,n

Los coeficientes constantes a;,,, finalmente son escogidos para permitir que ¥ satisfaga las
condiciones de borde del problema.

15.3.2. Coordenadas cilindricas circulares.

Si consideramos que nuestra funciéon desconocida ¢ depende de p, ¢, 2z la ecuaciéon de
Helmholtz se convierte en

V20 (p, ¢, 2) + EY(p, 0, 2) = 0, (15.45)

10 o 1 0% 0% 2,
;8_,0 (Pa—p)—l-?a—w-{—w—i-kiﬂ—(). (15.46)

Como antes, suponemos una forma factorizada para 1),

b(p, @, 2) = P(p)@()Z(2) - (15.47)
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Sustituyendo en la ecuacién (15.46), tenemos

o7 d dP PZ d*® d*Z

—— | p— Po KPOZ =0 . 15.48
p dp (pdp) p? dp? T ( )

Todas las derivadas parciales han llegado a ser derivadas ordinarias. Dividiendo por P®Z y

moviendo la derivada z al lado derecho conduce a

1 d dP 1 d*® 1d*Z

—— | p— — k=== 15.49

Ppdp <p dp> + P2® dp? + Z dz? ( )

De nuevo, tenemos la paradoja. Una funcién de z en la derecha aparece dependiendo de
una funcion de p y ¢ en el lado izquierdo. Resolvemos la paradoja haciendo cada lado de la

ecuacién (15.49) igual a una constante, la misma constante. Escojamos® —I?. Entonces

d>Z
—— =%z 15.50
1 d dP 1 PP
—— | p— — k=1 15.51
Ppdp (pdp>+p2<1>dso2+ (155
Ajustando k? + [2 = n?, multiplicando por p?, y reordenando términos, obtenemos
pd [ dP\ ., 14
2=, = ——— 15.52
Pdp(pdp)”p b 4 (15.52)
Podemos ajustar el lado derecho a m? y
d*®

Finalmente, para la dependencia en p tenemos

d [ dP
& (pd—p) + (n*p* —m*P =0. (15.54)

Esta es la ecuacion diferencial de Bessel. La solucion y sus propiedades seran presentadas
en el proximo curso. La separacion de variables de la ecuacién de Laplace en coordenadas
parabdlicas también conduce a ecuaciones de Bessel. Puede notarse que la ecuacion de Bessel
es notable por la variedad de formas que puede asumir.

La ecuacién original de Helmholtz, una ecuacién diferencial parcial tridimensional, ha
sido reemplazada por tres ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones (15.50), (15.53)
y (15.54). Una solucién de la ecuacién de Helmholtz es

U(p, @, 2) = P(p)®(p)Z(2) - (15.55)

Identificando las soluciones especificas P, ¢, Z por subindices, vemos que la solucién més
general de la ecuacién de Helmholtz es una combinacion lineal del producto de soluciones:

¢(P7 2 Z) = Zamnpmn(p)q)m(‘:p)zn(z) . (15'56)

4La eleccién del signo de la constante de separacién es arbitraria. Sin embargo, elegimos un signo menos
para la coordenada axial z en espera de una posible dependencia exponencial en z. Un signo positivo es
elegido para la coordenada azimutal ¢ en espera de una dependencia periédica en .
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15.3.3. Coordenadas polares esféricas.

Tratemos de separar la ecuaciéon de Helmholtz, de nuevo con k? constante, en coordenadas
polares esféricas. Usando la expresion del Laplaciano en estas coordenadas obtenemos

1 L0 0 N
r?sen [Seneﬁr <T Or) T 50 <Sen989> - sen 0 Dp? K (15.57)

Ahora, en analogia con la ecuacién (15.35) tratamos

W(r,0,p) = R(r)O(0)®(yp) . (15.58)

Sustituyendo de vuelta en la ecuacién (15.57) y dividiendo por ROP, tenemos

1 d [ ,dR 1 d do 1 d*®
—_—— 0— — = k> 15.59
Rr2dr (T ) T OrZsend Or2senf df (sen do ) * Or2sen? § dp? ( )

Note que todas las derivadas son ahora derivadas ordinarias més que parciales. Multiplicando
por 2 sen? §, podemos aislar (1/®)(d>®/dp?) para obtener®

1d*® , 1 d [ ,dR 1 d de
6d__r sen 9[ k¥ — ——— (7’ W>_M@ (sen9 )] . (15'60)

La ecuacién (15.60) relaciona una funcién tnicamente de ¢ con una funcién de r y 6. Ya
que r, 0, y ¢ son variables independientes, igualamos cada lado de la ecuacién (15.60) a una
constante. Aqui una pequena consideracion puede simplificar el andlisis posterior. En casi
todos los problemas fisicos ¢ aparecera como un angulo azimutal. Esto sugiere una solucion
periédica més que una exponencial. Con esto en mente, usemos —m? como la constante de
separacién. Cualquier constante lo hara, pero ésta hara la vida un poquito mas facil. Entonces

1 d*® 9
1 d [ ,dR 1 d do m?
— _— 0— ) — ——— = —k*. 15.62
2Rdr <T dr) T 2 en00 4 (Sen d9> 2 sen? 6 (15.62)
Multiplicando la ecuacién (15.62) por 72 y reordenando términos, tenemos

1d [ ,dR 212 _ 1 d do m?

—— — k 0— —. 15.

Rdr <r dr) L —Te T (Sen de) sen? 0 (15.63)

Nuevamente, las variables son separadas. Igualamos cada lado a una constante () y finalmente
obtenemos

1 d o\  m?
o _ _ 15.64
sen6 do (Sen6d9> g+ QO =0, (15.64)
1d [ ,dR\ . QR
T—QJ( dr)+kR <=0 (15.65)

5El orden en el cual las variables son separadas aqui no es tnico. Muchos textos de mecénica cuantica
separan la dependencia en r primero.
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Una vez mas hemos reemplazado una ecuacién diferencial parcial de tres variables por tres
ecuaciones diferenciales ordinarias. Las soluciones de estas tres ecuaciones diferenciales or-
dinarias son discutidas en el préximo curso. Por ejemplo, la ecuacién (15.64) es identificada
como la ecuacién de asociada de Legendre en la cual la constante @ llega a ser [(I +1); con [
entero. Si k% es una constante (positiva), la ecuacién (15.65) llega a ser la ecuacién de Bessel
esférica.

Nuevamente, nuestra solucién mas general puede ser escrita

Yam(r,0,0) = ) Ro(r)Oqm(0)®m(p) - (15.66)

La restriccién que k2 sea una constante es innecesariamente severa. El proceso de separacién
serd todavia posible para k? tan general como

1

r2sen2 0

B = F(r) + 50(6) + M)+ K? (15.67)
En el problema del dtomo de hidrégeno, uno de los ejemplos méas importantes de la ecuacion
de onda de Schrodinger con una forma cerrada de solucién es k* = f(r). La ecuacién (15.65)
para el atomo de hidrégeno llega a ser la ecuacion asociada de Laguerre.

La gran importancia de esta separacion de variables en coordenadas polares esféricas
deriva del hecho que el caso k* = k?(r) cubre una tremenda cantidad de fisica: las teorfas de
gravitacion, electroestdtica, fisica atémica y fisica nuclear. Y, con k? = k?(r), la dependencia
angular es aislada en las ecuaciones (15.61) y (15.64), la cual puede ser resuelta exactamente.

Finalmente, una ilustracién de cémo la constante m en la ecuacién (15.61) es restringida,
notamos que ¢ en coordenadas polares esféricas y cilindricas es un angulo azimutal. Si esto es
un problema clésico, ciertamente requeriremos que la solucién azimutal ®(y) sea univaluada,
esto es,

O+ 2m) = P(p) . (15.68)

Esto es equivalente a requerir que la solucién azimutal tenga un periodo de 27 o algin
multiplo entero de él. Por lo tanto m debe ser un entero. Cudl entero, depende de los detalles
del problema. Cada vez que una coordenada corresponda a un eje de translacién o a un
angulo azimutal la ecuacion separada siempre tendra la forma

d*®(p)

e = )

para ¢, el angulo azimutal, y
*Z +a’7(2) (15.69)
— =+a"Z(z .
dz?

para z, un eje de traslacion en un sistema de coordenadas cilindrico. Las soluciones, por su-
puesto, son sen az y cos az para —a? y la correspondiente funcién hiperbélica (o exponencial)
senh az y cosh az para +a?.

Otras ecuaciones diferenciales ordinarias encontradas ocasionalmente incluyen las ecua-
ciones de Laguerre y la asociada de Laguerre del importante problema del atomo de hidrégeno
en mecanica cuantica:

d
P x)ﬁ tay=0, (15.70)
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d*y dy
— +(1+k—12)-= =0. 15.71
xdx2+(+k :U)dx—l—ozy 0 (15.71)

De la teoria de la mecanica cudntica del oscilador arménico lineal tenemos la ecuacion de
Hermite,

d?y dy
— —2r— +2ay =0 . 15.72
dx? o ooy ( )
Finalmente, de vez en vez encontramos la ecuacién diferencial de Chebyshev
d’y  dy
1—2*)—= —2—=+n’y=0. 15.73
(-2 - o+ a2y (15.73)

Para una referencia conveniente, las formas de la solucién de la ecuacion de Laplace, la ecua-
cién de Helmholtz y la ecuacién de difusion en coordenadas polares esféricas son resumidas en
la tabla 15.2. Las soluciones de la ecuacién de Laplace en coordenadas circulares cilindricas
son representadas en la tabla 15.3.

%U:%n:alm?/)lm

U I g I
(I Qi
Ui I im0 s S

Cuadro 15.2: Soluciones en coordenadas polares esféricas

L V=0 Vim

2. V21/1 + k2¢ =0 ¢lm

3. VX% —k*%=0 Yim

¢ = Z amawma ) VQw =0
a. Ve = { Im(ap) }{ cos M }{ e }
Np, (Odp) sen mp e*
b. Yo = { L. (ap) }{ cos M }{ cos vz }
Kn(ap) sin mgp sen az

. o= 0 (no hay b = { P }{ COS MY }

dependencia en z _
p ) m sen mp

Cuadro 15.3: Soluciones en coordenadas cilindricas circulares
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Para las ecuaciones de Helmholtz y de difusién la constante £k? se agrega a la constante
de separacién +a? para definir un nuevo parametro 42 o —?2. Para la eleccién de +v* (con
7?2 > 0) obtenemos J,,(7p) ¥ Ny(yp). Para la eleccién —? (con +* > 0) obtenemos I,,(vp)
y Kn(7vp) como previamente.

Estas ecuaciones diferenciales ordinarias y sus generalizaciones seran examinadas y siste-
matizadas en el proximo curso.



